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The mathematician John von Neumann was born in Hungary but principally received his scientiﬁc educa-
tion and socialization in the German science system. He received his Habilitation from the Friedrich-Wilhelms–
Universität in Berlin in 1927, where he lectured as a Privatdozent until his emigration to the USA. This article
aims at making a contribution to this early part of Neumann’s scientiﬁc biography by analyzing in detail the
procedure that led to his Habilitation as well as the beginnings of Neumann’s research on functional analysis.
An analysis of the relevant sources shows that in Berlin in the year 1927 Neumann was not yet regarded as the
outstanding mathematical genius of the 20th century. Furthermore it will be seen that Neumann had great
diﬃculties in developing the fundamental concepts for his path breaking work in spectral theory and only
managed to do so with the support of the Berlin mathematician Erhard Schmidt.
 2009 Elsevier Inc. All rights reserved.
Zusammenfassung
Der ungarische Mathematiker John von Neumann erhielt seine wissenschaftliche Sozialisation hauptsäch-
lich im deutschen Wissenschaftssystem, wo er sich 1927 an der Berliner Universität habilitierte und dann bis
zu seiner Emigration in die USA als Privatdozent lehrte. Dieser Artikel nutzt eine Analyse der Habilitation
Neumanns, um ein präziseres Bild seiner wissenschaftliche Entwicklung zu gewinnen, und zielt dabei insbeson-
dere auf die Entstehung und zeitgenössischen Einschätzung der Arbeiten Neumanns zur Funktionalanalysis.
Entgegen dem in der Neumann-Historiographie tradierten Bild zeigt sich, dass Neumann 1927 noch nicht
als das große mathematische Genie gesehen wurde und dass es Neumann zunächst nur unter großen
Schwierigkeiten und mit Unterstützung seines Berliner Lehrers Erhard Schmidt gelang, die wissenschaftlichen
Grundkonzepte für seine bahnbrechenden Forschungen zur Spektraltheorie zu entwickeln.
 2009 Elsevier Inc. All rights reserved.
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Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 2431. Einleitung
John von Neumann [ungarisch: Neumann János Lajos] (* 28. Dezember 1903 Budapest;
y 8. Februar 1957 Washington D.C.) wird heute zu den bedeutendsten Wissenschaftlern des
20. Jahrhunderts gezählt: In der reinen Mathematik ist Neumann durch seine grundle-
genden Beiträge zur mathematischen Logik und zur Axiomatik der Mengenlehre,1 zur
Maßtheorie,2 zur Spektraltheorie von Operatoren in Hilberträumen3 und zu Operatoren-
Algebren4 bekannt. In der theoretischen Physik erlangte er durch seine Beiträge zu den
Grundlagen der Quantenmechanik5 und zur Ergodentheorie6 große Bedeutung, und in
den Wirtschaftswissenschaften gilt er als derjenige, der die Grundlagen für die heutige
Spieltheorie7 entwickelt hat. Schließlich ist sein Name in der Informatik nicht nur mit
der so genannten von-Neumann-Architektur verbunden, sondern er hat zu vielen Aspekten
der Entwicklung des ,,Computing“ in den 1940er und 1950er Jahren maßgebliche Beiträge
geleistet.8 Auch wenn die wissenschaftlichen Verdienste des Mathematikers John von Neu-
mann nach seinem Tod unterschiedlich eingeschätzt wurden, stellten seine Mathematiker-
kollegen seine überragende Bedeutung nie in Frage: So bezeichnete der deutsch-jüdische
Mathematiker Adolf Abraham Fraenkel (1891–1965) ihn 1967 in seiner posthum erschie-
nenen Autobiographie als den ,,hervorragendste[n] und gleichzeitig vielseitigste[n] Mathe-
matiker der Welt im zweiten Viertel des 20. Jahrhunderts“, während der französische
Mathematiker Jean Dieudonné (1906–1992) betonte, dass Neumann in der Breite seiner
Beiträge zur reinen Mathematik nicht an David Hilbert (1862–1943) oder Henri Poincaré
(1854–1912) heranreiche, aber seine Leistungen in der angewandten Mathematik ihn in eine
Reihe mit Carl Friedrich Gauß (1777–1855) stellen.9
Während zu vielen Aspekten von Neumanns wissenschaftlichem Werk wissenschafts-
historische Spezialstudien vorliegen, die seine wissenschaftlichen Beiträge ideengeschichtlich
einordnen und ihre weitereWirkung beleuchten, ist eine wissenschaftshistorischen Standards
genügende Biographie Neumanns ein Desideratum der Wissenschaftsgeschichte.10 Die
existierenden (teilweise von Journalisten verfassten) Biographien über Neumann haben eher
zu einer durch politische Grundannahmen und Vorurteile der Autoren stark geprägten1 Vgl. z. B. Ferreirós [1999], Kanamori [2004] und Zach [2006].
2 Vgl. z. B. Halmos [1958].
3 Vgl. z. B. Murray [1958], Dieudonné [1981a, S. 171–181] und Birkhoﬀ und Kreyszig [1984].
4 Vgl. Kadison [1958].
5 Vgl. z. B. van Hove [1958], Jammer [1966, S. 323–335] und Rédei und Stöltzner [2001].
6 Vgl. z. B. Halmos [1958], Mackey [1990] und Zund [2002].
7 Vgl. z. B. Kuhn und Tucker [1958], Leonard [1995] und Kjeldsen [2001].
8 Vgl. z. B. Goldstine [1972], Goldstine [1983] und Aspray [1990].
9 Vgl. Fraenkel [1967, S. 167] und Dieudonné [1981b]. Für weitere Einschätzungen des
wissenschaftlichen Werkes von J. v. Neumann vgl. Bochner [1957], Ulam [1958] und Glimm et al.
[1990].
10 So liegen z. B. für J. v. Neumanns Beiträge zur Quantenmechanik mehrere detaillierte Studien
vor, aber die Entstehungsgeschichte von J. v. Neumanns Arbeiten ist weitgehend unbekannt. Ein
herausragendes Beispiel für die kontextualisierte Aufarbeitung eines Teilaspektes von J. v.
Neumanns wissenschaftlichem und wissenschaftsorganisatorischem Wirken im Sinne einer wissen-
schaftlichen Biographie ist Aspray [1990].
Abbildung 1. John von Neumann als ,,Ikone“ amerikanischer Wissenschaft auf einer 2005 in den
USA herausgegebenen Briefmarke.
244 U. HashagenMythologisierung sowie Dämonisierung Neumanns geführt und haben dabei zu einem
großen Teil unreﬂektiert die ,,Methode der anekdotischen Erzählung“11 kultiviert.12
Diese Problematik wird besonders an Neumanns Zeit als Student, promovierter Mathe-
matiker und Privatdozent im Deutschland der Weimarer Republik deutlich, über die sich in
den Biographien und Nachrufen meist nur spärliche und darüber hinaus wenig verlässliche
Angaben ﬁnden, so dass diese den Wissenschaftler Neumann prägende Periode seines
Lebens eher unscharf bleibt und eine Reihe von Widersprüchen und Ungenauigkeiten
aufweist.13 Die Forschung zu dieser wichtigen Periode der wissenschaftlichen Biographie
John von Neumanns wird dadurch erschwert, dass sein Nachlass nur wenige Dokumente
und Briefe aus dieser Zeit enthält14 und sich darüber hinaus in den Nachlässen
deutscher Mathematiker keine besonders reichhaltigen Korrespondenzen mit Neumann
ﬁnden.15
In Verbindung mit dieser Quellenproblematik steht das grundlegende historiographische
Problem, dass bisher kaum zeitgenössische Einschätzungen über den Mathematiker Neu-
mann während der Zeit der Weimarer Republik vorliegen. In den vorliegenden Biographien
über John von Neumann wird ebenso wie in Erinnerungen von Wissenschaftlern insinuiert,
dass Neumann schon als Mathematikstudent in den frühen 1920er Jahren als genialer
Mathematiker angesehen wurde. Beispielhaft dafür ist die Darstellung des Mathematikers
Adolf Abraham Fraenkel, der in seinen 1967 erschienenen Lebenserinnerungen über seine
erste Begegnung mit Neumann im Jahr 1923 schrieb: ,,Seine Erscheinung machte einen
gewaltigen Eindruck nicht nur auf mich, sondern auch auf meine Frau; der schlanke, noch11 Hashagen [2003a].
12 Vgl. die biographischen Studien Heims [1980], Poundstone [1992] und Macrae [1992]. Zur
Problematik und Historiographie der Wissenschaftler- und Mathematikerbiographie vgl. [Hasha-
gen, 2003b, S. 6–11] (und die weitere dort angegebene Literatur) sowie Söderqvist [2007].
13 Dies gilt auch für die neueste Studie Israel und Millán Gasca [2009]. Zu J. v. Neumanns Zeit als
Student, promovierter Mathematiker und Privatdozent in Deutschland von 1921 bis 1933 siehe die
Überblicksskizzen Hashagen [2006a; 2006b].
14 Vgl. dazu das Nachlassverzeichnis Kerwin und Kerwin [2002]; die erhaltene Korrespondenz mit
Familienmitgliedern setzt erst 1929 und die mit wissenschaftlichen Fachkollegen erst 1930 ein.
15 Für eine Auswahledition der Korrespondenz J. v. Neumanns vgl. Rédei [2005].
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 245nicht zwanzigjährige Jüngling sah genauso aus, wie man sich ein junges Genie vorstellt.“16
Die Frage, ob Fraenkel dieses Bild nicht erst im Nachhinein konstruiert hat, als Neumann
in den USA zu einem der führenden Wissenschaftler aufgestiegen war, stellt sich hier
ebenso wie die Frage, ob diese Einschätzung von anderen Mathematikern geteilt wurde –
dies insbesondere auch, weil Neumann bis zu seiner Emigration im Jahr 1933 in Deutsch-
land keine Professur erhielt.17
Dieser Artikel nutzt eine Analyse der Habilitation Neumanns an der Berliner Universi-
tät, um ein genaueres Bild von Neumanns wissenschaftlicher Entwicklung und seiner For-
schungstätigkeit im Jahr 1927 sowie von der Einschätzung Neumanns und seiner
wissenschaftlichen Arbeiten durch drei bedeutende Berliner Mathematiker zu gewinnen.
Die bisher in der Literatur vorliegenden Angaben über Neumanns Habilitation sind in ihrer
summarischen Kürze und in ihrer Widersprüchlichkeit ein treﬀendes Beispiel für die oben
dargestellte Quellenproblematik: In Kurt-R. Biermanns Standardwerk Die Mathematik und
ihre Dozenten an der Berliner Universita¨t 1810–1933 wird die Habilitation Neumanns auf
einer halben Seite abgehandelt und dabei angegeben, dass Neumann 1927 eine Habilitati-
onsschrift mit dem Titel Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre einreichte – auf die in
diesem Artikel als Habilitationsschrift Nr. 1 verwiesen wird – und mit dieser habilitierte.18
Dagegen wird in den beiden ausführlichsten und kenntnisreichsten Nachrufen auf
Neumann eine auf 1928 datierte Habilitationsschrift mit dem Titel Allgemeine Eigenwert-
theorie symmetrischer Funktionaloperatoren – auf die in diesem Artikel als Habilitations-
schrift Nr. 2 verwiesen wird – genannt.19
Der Artikel beginnt mit einer gedrängten Darstellung der wissenschaftlichen Biogra-
phie John von Neumanns bis zur Einreichung des Habilitationsantrags an der Berliner
Universität im April 1927; dabei wird insbesondere auf die mathematischen Arbeiten
Neumanns zur Axiomatisierung der Mengenlehre eingegangen, die für das Habilitations-
verfahren von Belang waren. Nach der Beschreibung des Habilitationsantrags vom April
1927 wird die wissenschaftliche Tätigkeit Neumanns bis zum Herbst 1927 dargestellt
und dabei auf die in diesem Zeitraum entstandenen Arbeiten zu den mathematischen
Grundlagen der Quantenmechanik sowie zur Funktionalanalysis eingegangen, die für
den weiteren Verlauf des Habilitationsverfahrens größere Bedeutung erlangen sollten.
Die Beschreibung und Analyse des im Oktober 1927 durchgeführten Habilitationsver-
fahrens mit einer ausführlichen Diskussion der im Anhang edierten Habilitationsgutach-
ten zeigt, dass Neumann im April zunächst eine Habilitationsschrift mit dem Titel Der
axiomatische Aufbau der Mengenlehre (Habilitationsschrift Nr. 1) und dann zwischen
Juli und Oktober 1927 eine zweite Habilitationsschrift (Habilitationsschrift Nr. 2) ein-
reichte, die letztlich die Grundlage für die Habilitation bildete. Daran schließt sich eine
Darstellung der weiteren Publikations- und Wirkungsgeschichte der beiden Habilitati-16 Fraenkel [1967, S. 167–169]. Zur Tradierung dieses Bildes in der Neumann-Historiographie, in
der der Mathematiker John von Neumann mit dem englischen Physiker und Mathematiker Isaac
Newton (1643–1727) auf eine Stufe gestellt wird, vgl. Macrae [1992, S. 95–96].
17 Vgl. Hashagen [2008].
18 Die Angaben in Biermann [1988, S. 209] berufen sich auf Angaben im Archiv der Humboldt-
Universität (HUA), Phil. Fak. Nr. 1242.
19 In Bochner [1957, S. 449] und in Ulam [1958, S. 43] wird diese (unpublizierte) Habilitationsschrift
Allgemeine Eigenwerttheorie symmetrischer Funktionaloperatoren genannt; vgl. von Neumann
[1928a]. Dabei wird gleichzeitig (ohne weiteren Kommentar) auf den 1929 von Neumann in den
Mathematischen Annalen veröﬀentlichten Artikel Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funk-
tionaloperatoren verwiesen; vgl. von Neumann [1929a].
246 U. Hashagenonsschriften an. Abschließend wird diskutiert, wie die im Habilitationsverfahren von den
Berliner Mathematikern geäußerten Einschätzungen über Neumann sowie über seine
wissenschaftlichen Leistungen zu bewerten sind – Neumann wurde im Jahr 1927 in Ber-
lin anscheinend noch nicht als das alles überstrahlende mathematische Genie gesehen,
wie dies in späteren Jahren häuﬁg der Fall war20 – und welche Forschungsfragen sich
aus der Analyse des Habilitationsverfahrens für weitere wissenschaftshistorische Studien
zur Biographie John von Neumanns ergeben.2. Präludium
John von Neumanns außergewöhnliche mathematische Begabung ﬁel bereits in seiner
Jugend auf, so dass er neben seiner Schulausbildung von demMathematiker Michael Feke-
te (1886–1957) privat unterrichtet wurde. Aus diesem Unterricht ging eine gemeinsame,
1921 fertig gestellte Publikation Feketes und Neumanns über Nullstellen von Minimal-
polynomen hervor, die im Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung publiziert
wurde.21 Im gleichen Jahr begann Neumann auf Wunsch seines Vaters ein Chemiestudium
an der Friedrich-Wilhelms-Universität22 in Berlin.23 Gleichzeitig immatrikulierte Neumann
sich an der Universität Budapest für Mathematik, hielt sich zum Studium aber vornehmlich
in Berlin auf – und studierte auch dort in erster Linie Mathematik und Physik.24
Der Studienort Berlin war gut gewählt, denn in den 1920er Jahren zählte die Friedrich-
Wilhelms-Universität in der Mathematik zusammen mit den Universitäten in Göttingen
und Hamburg zu den führenden Hochschulen in Deutschland. Diesen Ruf verdankte die
Berliner Universität vor allem dem wissenschaftlichen Ansehen und der Lehrtätigkeit der
zwischen 1917 und 1921 neu berufenen Mathematikprofessoren Erhard Schmidt (1876–
1959), Issai Schur (1875–1941), Ludwig Bieberbach (1886–1982) und Richard von Mises
(1883–1953).25 Die herausragende Gestalt war Erhard Schmidt, der vor allem durch die
von Hilbert angeregten Arbeiten zur Theorie der Integralgleichungen und zu Hilberträu-
men bekannt war. Den Zeitgenossen erschien er als eine imposante Persönlichkeit und seine
frei gehaltenen Vorlesungen galten als äußerst originell und anregend.26 Nicht minder
bedeutend war der Frobenius-Schüler Issai Schur, der als Wegbereiter der modernen struk-
turtheoretischen Algebra gilt und vor allem durch seine fundamentalen Beiträge zur Dar-
stellungstheorie der Gruppen bekannt war; auch er war als Lehrer außerordentlich20 Vgl. für die späteren Einschätzungen J. v. Neumanns auch die Hinweise in den Biographien
Heims [1980] und Macrae [1992].
21 Fekete und von Neumann [1922]. Für einenÜberblick über die frühen wissenschaftlichen Arbeiten
J. v. Neumanns bis April 1927 vgl. Tabelle 1 auf S. 248.
22 Die 1810 gegründete Berliner Universität führte ab 1828 den Namen Friedrich-Wilhelms-
Universita¨t und erhielt erst 1949 ihren heutigen Namen Humboldt-Universita¨t zu Berlin.
23 HUA Matrikel 16.10.1920-3.7.1923, Fiche Nr. 148/7; in der Matrikel ist nicht dokumentiert,
welche Lehrveranstaltungen J. v. Neumann belegte. Zum Chemiestudium J. v. Neumanns in Berlin
vgl. jeweils ohne genauere Quellenbelege die Angaben in Bochner [1957, S. 443], Goldstine [1983,
310] und Macrae [1992, S. 88–89].
24 Für einen ausführlicheren Überblick zu J. v. Neumanns Studienzeit vgl. Hashagen [2006a].
25 Biermann [1988, S. 192–236].
26 Zur wissenschaftlichen Bedeutung von E. Schmidt und zu seiner Tätigkeit an der Berliner
Universität vgl. Rohrbach [1968] und Dinghas [1970] sowie [Biermann, 1988, S. 196–197 u. 218–
219].
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 247beliebt und hatte eine große Zahl von Schülern.27 Die beiden anderen Ordinarien waren
ebenfalls bedeutende Vertreter ihres Faches und traten darüber hinaus als Wissenschaftsor-
ganisatoren hervor: Der vor allem als Funktionentheoretiker anerkannte Ludwig Bieber-
bach war seit 1920 Schriftführer der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,28 und der in
der angewandten Mathematik (von der praktischen Analysis bis zur Aerodynamik) ausge-
wiesene Richard von Mises war seit 1921 Herausgeber der Zeitschrift fu¨r angewandte
Mathematik und Mechanik (ZAMM).29
Neumann soll durch seine außerordentlich schnelle Auﬀassungsgabe und seine mathe-
matischen Fähigkeiten bei den Mitstudenten und auch bei den Mathematikprofessoren
der Berliner Universität sehr bald einen legendären Ruf erlangt haben.30 Er kam in engeren
Kontakt mit Erhard Schmidt, der mit ihm intensive Diskussionen über mathematische Fra-
gen führte. Der noch nicht 20jährige Mathematikstudent Neumann arbeitete zu dieser Zeit
vor allem über Axiomatisierung der Mengenlehre – ein Gebiet, für das Schmidt großes Inte-
resse besaß.31 Im Jahr 1923 publizierte Neumann in den Acta Szeged seine erste Arbeit auf
diesem Gebiet mit dem Titel Zur Einfu¨hrung der transﬁniten Zahlen, in der die Cantorschen
transﬁniten Ordnungszahlen zum ersten Mal streng begründet wurden.32 Außerdem erhielt
Schmidt 1922 oder 1923 ein umfangreiches Manuskript Neumanns mit dem Titel Die Axio-
matisierung der Mengenlehre, das in der Mathematischen Zeitschrift veröﬀentlicht werden
sollte, an der Schmidt als ,,Mitwirkender“ beteiligt war.33 Schmidt sandte dieses Manus-
kript an einen der führenden Spezialisten auf dem Gebiet der Axiomatisierung der Mengen-
lehre, den Marburger Mathematikprofessor Adolf Abraham Fraenkel34 (1891–1965), und
bat diesen um eine Stellungnahme. Als Begründung für seine Bitte schrieb Schmidt an
Fraenkel – und hier hat Fraenkel 1957 in einem Brief an Neumanns Nachrufverfasser
Stanislaw Ulam (1909–1984) und in seinen 1967 erschienenen Lebenserinnerungen zwei
leicht unterschiedliche Begründungen gegeben –, dass das Manuskript “incomprehensible”
erschien bzw. dass sich in Berlin niemand ﬁnden ließe, der dieses Manuskript kompetent
beurteilen könne. Fraenkel hat Jahrzehnte später weiter berichtet, dass er von dieser Arbeit
so beeindruckt gewesen sei, dass er Neumann zunächst die Publikation eines vorbereiten-27 Zur wissenschaftlichen Bedeutung und Wirkung von I. Schur und zu seiner Tätigkeit an der
Berliner Universität vgl. Brauer [1973], Lederman [1983] sowie [Biermann, 1988, S. 195–196 u. S.
219].
28 Zu L. Bieberbachs Biographie, wissenschaftlichem Werk und Tätigkeit an der Universität Berlin
vgl. Biermann [1988, S. 192–195, S. 197–200 u. S. 219–220], Grunsky [1986] und Mehrtens [1987].
29 Zu R. v. Mises vgl. neben [Biermann, 1988, S. 190–192, S. 200–202, S. 220–221] den Übersichts-
artikel Märker [1994] und die Darstellung Siegmund-Schultze [2004].
30 Vgl. Fenchel [1998] und Dinghas [1998]; diese Erinnerungen sind aber von ihrem Quellencha-
rakter außerordentlich schwierig zu bewerten – gleichzeitig sind sie ein Beispiel für die Mytholo-
gisierung J. v. Neumanns, hinter der seine Persönlichkeit sowie seine Stellung im deutschen
Wissenschaftssystem kaum noch zu erkennen sind.
31 Zu E. Schmidts wissenschaftlichem Zugang zum Gebiet der Axiomatisierung der Mengenlehre
vgl. Rohrbach [1968] und Dinghas [1970].
32 von Neumann [1923]. Zur Einordnung dieser Arbeit vgl. z. B. [Ferreirós, 1999, S. 371–374].
33 Es ließ sich dabei nicht klären, ob J. v. Neumann das Manuskript bei der von Leon Lichtenstein
(1878–1933) herausgegebenen Mathematischen Zeitschrift direkt eingereicht oder ob er es über E.
Schmidt als ,,Mitwirkenden“ – dies entspricht in etwa dem Status eines Associate Editors oder eines
Mitgliedes des Editorial Boards bei heutigen mathematischen Zeitschriften – an derMathematischen
Zeitschrift eingereicht hatte; für Hinweise danke ich Volker Remmert (Mainz).
34 Zu A. A. Fraenkel und seinem Beiträgen zur Axiomatisierung der Mengenlehre vgl. van
Rootselaar [1972] und [Ferreirós, 1999, S. 366–369].
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2 Zur Einführung der
transﬁniten Zahlen
61923 Acta litterarum 1923
3 Eine Axiomatisierung der
Mengenlehre























5 Zur Pru¨ferschen Theorie
der idealen Zahlen
61926 Acta litterarum 1926











































Erla¨uterungen: Die Tabelle gibt die bis einschließlich April 1927 abgeschlossenen Arbeiten J. v. Neumanns in der Reihenfolge
der Fertigstellung an – soweit sich dies ermitteln ließ. Die U-Nr. verweist auf die Nummer in der Bibliographie der
Vero¨ﬀentlichungen J. v. Neumanns in Ulam [1958].
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Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 249den Artikels empfahl, um die Leser auf die eigentliche Publikation vorzubereiten.35 Dieser
vorbereitende Artikel, in dem Neumann ein Axiomensystem deﬁnierte und analysierte, das
von den bisher vorhandenen Axiomensystemen ganz wesentlich abwich und statt der
,,Menge“ die ,,Funktion“ zum Grundbegriﬀ der Axiomatik machte, erschien 1925 unter
dem Titel Eine Axiomatisierung der Mengenlehre36 in dem von Fraenkel mit herausgegebe-
nen Journal fu¨r die reine und angewandte Mathematik.37 Das eigentliche Manuskript Die
Axiomatisierung der Mengenlehre,38 in der dann aus dem 1925 publizierten Axiomensystem
die Hauptresultate der allgemeinen Mengenlehre hergeleitet wurden, sollte 1928 in der
Mathematischen Zeitschrift publiziert werden.39
Neumann hatte Berlin inzwischen verlassen und war zum Wintersemester 1923/24 an die
ETH Zürich gewechselt, um den Abschluss eines Ingenieurchemikers zu erwerben. In Zürich
wurde für Neumann vor allem der Kontakt zu dem an der ETH lehrenden deutschen
Mathematiker Hermann Weyl (1885–1955), einem der führenden Mathematiker Europas,
bedeutsam.40 Weyls Forschungs- und Lehrtätigkeit sowie die wissenschaftlichen Diskussi-
onen mit Weyl über Grundlagenfragen der Mathematik, über Darstellungstheorie kontinu-
ierlicher Gruppen und über Fragen der mathematischen Physik hatten großen Einﬂuss auf
Neumanns wissenschaftliche Entwicklung.41 Im Jahr 1926 endete Neumanns Studienzeit:
Im März 1926 promovierte er an der Universität Budapest mit der Dissertation Az a´ltala´-
nos halmazelme´let axiomatikus fele´pı´te´se (Der axiomatische Aufbau der allgemeinen Men-
genlehre),42 und im Oktober 1926 legte Neumann das Diplom als Ingenieurchemiker an
der ETH Zürich ab.43
ZumWintersemester 1926/27 ging Neumann mit einem Fellowship des International Edu-
cation Board (IEB) an die Universität Göttingen zu David Hilbert (1862–1943).44 Hilbert
war wegen Neumanns Arbeiten zur Axiomatisierung der Mengenlehre sowie zum so
genannten ,,Hilbertschen Grundlagenprogramm“ der Mathematik45 sehr an Neumann
interessiert, denn Neumann hatte mit einer im Sommer 1925 bei der Mathematischen Zeit-35 Dabei kam es 1923 zu einem Besuch J. v. Neumanns bei A. A. Fraenkel in Marburg, über den auf
S. 3 berichtet wurde.
36 von Neumann [1925b].
37 Vgl. dazu A. A. Fraenkels Besprechung zu dieser Arbeit J. v. Neumanns in Fraenkel [1925b]
sowie seinen in Ulam [1958, S. 10] abgedruckten Brief an S. Ulam.
38 von Neumann [1928c].
39 Diese Darstellung beruht auf folgenden drei Quellen: American Philosophical Society, Stanislaw
Ulam Papers (Ms. Coll. 54): A. A. Fraenkel an S. Ulam, 11.11.1957; Ulam [1958, S. 10]; Fraenkel
[1967].
40 Zu H. Weyl und seiner wissenschaftlichen Bedeutung vgl. den Übersichtsartikel Scholz [2008].
41 Zu H. Weyls Tätigkeit an der ETH Zürich sowie seinen Kontakt zu J. v. Neumann vgl. Frei und
Stammbach [1992] sowie ETH-Bibliothek (ETHB), Nachlass Hermann Weyl. Nach [Ulam, 1958, S.
5] hat J. v. Neumann später die Aussage getroﬀen, dass er vor allem durch E. Schmidt und durch H.
Weyl beeinﬂusst worden sei.
42 Ulam [1958, S. 43].
43 Bericht [1926].
44 Zur Förderung von Mathematikern durch das IEB vgl. Siegmund-Schultze [2001].
45 David Hilbert hatte in den 1920er Jahren das Programm einer mit symbolischen Mitteln
arbeitenden ,,ﬁniten“ Beweistheorie propagiert und zusammen mit seinen Schülern Paul Bernays
(1888–1977) und Wilhelm Ackermann (1896–1962) an einem Beweis der Widerspruchsfreiheit der
klassischen Arithmetik mit ,,ﬁniten“ Mitteln gearbeitet; vgl. dazu mit unterschiedlichen Interpre-
tationen die Studien Sieg [1999], Sieg [2002], Zach [2003] und Zach [2006].
250 U. Hashagenschrift eingereichten und 1927 publizierten Arbeit Zur Hilbertschen Beweistheorie46 einen
wesentlichen Beitrag zu diesem Grundlagenprogramm geleistet.47
Der Studienaufenthalt in Göttingen wurde für Neumann nicht nur wegen des wissen-
schaftlichen Austausches mit Hilbert über Grundlagenfragen der Mathematik bedeut-
sam,48 sondern vor allem wegen der Beschäftigung mit den mathematischen Grundlagen
der 1925 durch Werner Heisenberg (1901–1976), Max Born (1882–1970), Pascual Jordan
(1902–1980) und anderen begründeten modernen Quantenmechanik.49 Göttingen war eines
der wissenschaftlichen Zentren der sich rasch entwickelnden Quantenmechanik,50 und Neu-
mann besuchte im Wintersemester 1926/27 das von dem Göttinger Professor für theoreti-
sche Physik, Max Born, geleitete Seminar u¨ber Struktur der Materie51 und hörte Hilberts
Vorlesung Mathematische Methoden der Quantentheorie.52
Aus dieser Vorlesung ging ein Artikel U¨ber die Grundlagen der Quantenmechanik her-
vor, den Hilbert, sein Assistent Lothar Nordheim (1899–1985) und Neumann Anfang
April 1927 gemeinsam bei den Mathematischen Annalen einreichten: Nordheim hatte die-
sen Artikel auf der Basis der Vorlesung von Hilbert ausgearbeitet, und Neumann hatte
dazu ,,wichtige Stücke der mathematischen Durchführung“ beigetragen.53 Diese Arbeit
stellte den Versuch dar, den im Jahr 1926 von Pascual Jordan – sowie unabhängig
davon von dem britischen Physiker Paul Dirac (1902–1984) – entwickelten Transforma-
tionstheorien der Quantenmechanik54 eine klare axiomatisch-mathematische Grundlage
zu geben. Die drei Autoren waren mit dem Resultat ihres Artikels insofern zufrieden,
als es gelungen war, zu einer neuen Darstellung der allgemeinen quantenmechanischen
Theorie in einer sehr ,,durchsichtige[n] und formal einfache[n] Form“ zu gelangen,
räumten in der Arbeit aber selbst ein, dass diese Darstellung vom mathematischen
Standpunkt aus ,,ziemlich unbefriedigend“ war. In dem Artikel wurde – nach dem Vor-
bild von Dirac und Jordan – mit ,,uneigentlichen Funktionen“ wie der d-Funktion ope-
riert, und Hilbert, Nordheim und Neumann konstatierten, dass sie bei der von ihnen
durchgeführten Operatorenrechnung nie sicher waren, ob die dabei auftretenden Opera-
tionen ,,wirklich zulässig“ seien.55 Verallgemeinerte Funktionen-Ideen und das Operieren
mit so genannten ,,uneigentlichen Funktionen“ waren in der mathematischen Physik
sowie in den Technikwissenschaften schon über Jahrzehnte verbreitet,56 aber eine exakte
mathematische Begründung für die d-Funktion existierte nicht und wurde erst zwei46 von Neumann [1927e].
47 Vgl. dazu Dreben und Kanamori [1997], Ferreirós [2001, S. 453–454], Zach [2003], Zach [2004]
und Zach [2006].
48 Inwieweit die beiden 1927 fertig gestellten Arbeiten J. v. Neumanns zur Axiomatisierung der
Mengenlehre von Neumann [1928b; 1928c] vom wissenschaftlichen Austausch mit D. Hilbert
proﬁtiert haben, ist nicht bekannt.
49 Zur Entwicklung der Quantenmechanik in den 1920er Jahren vgl. z. B. Jammer [1966].
50 Eckert [2001].
51 Friedrichs [1980, S. 486].
52 Für den Inhalt und Kontext dieser Vorlesung vgl. Mehra und Rechenberg [2000, S. 398–401].
53 Hilbert et al. [1927, S. 1–2].
54 Vgl. dazu Lacki [2004].
55 Vgl. Hilbert et al. [1927, S. 30] sowie die Darstellungen in Jammer [1989, Chap. 6], Mehra und
Rechenberg [2000, S. 405] und in Lacki [1999, S. 295–300].
56 Vgl. z. B. Lützen [1979] und Puchta [1997].
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 251Jahrzehnte später durch Laurent Schwartz (1915–2002) im Rahmen der von ihm entwi-
ckelten Theorie der Distributionen gegeben.57
Über die Zusammenarbeit mit Hilbert und Nordheim hinaus waren die ersten Monate
des Jahres 1927 für Neumann eine Phase äußerster wissenschaftlicher Produktivität, in
denen er vier weitere Arbeiten – unter anderem zur Axiomatisierung der Mengenlehre
und zur Theorie der kontinuierlichen Gruppen linearer Transformationen – fertig stellte
und bei mathematischen Fachzeitschriften einreichte.58
3. Der Habilitationsantrag
Im April 1927 reichte Neumann ein Habilitationsgesuch beim Dekan der Philosophi-
schen Fakultät der Friedrich-Wilhelms-Universität in Berlin, dem Germanisten Julius
Petersen (1878–1941), ein.59
Das Habilitationsverfahren war in der gedruckten ,,Habilitationsordnung der Philoso-
phischen Fakultät“ der Friedrich-Wilhelms-Universität detailliert geregelt und folgte einem
stark formalisierten Verfahren. Zunächst musste der Bewerber eine Reihe von Vorbedin-
gungen erfüllen – so musste unter anderem der Nachweis eines philosophischen Doktorgra-
des erbracht und ein mindestens dreijähriges Studium nachgewiesen werden. Die Habi-
litation war dann nach den Statuten an drei Leistungen des Bewerbers gebunden: Erstens
an die ,,Einsendung von Probeschriften“, zweitens an einen ,,Probevortrag vor versammel-
ter Fakultät mit anschließendem Kolloquium“ und drittens an die ,,öﬀentliche Antrittsvor-
lesung“ vor den Studierenden. Beim Einreichen des Habilitationsgesuches hatte der
Bewerber neben der Dissertation als ,,Probeschrift“ eine Habilitationsschrift60 vorzulegen
sowie die ,,bisher zum Druck gelangten“ wissenschaftlichen Arbeiten möglichst vollzählig
beizufügen – letztere sollten bei der Beurteilung des Gesuches durch die Fakultät mit
berücksichtigt werden. Außerdem musste der Bewerber in einem Lebenslauf sein Studium
und seinen wissenschaftlichen Werdegang schildern sowie angeben, ob er sich schon an
einer anderen Hochschule zur Habilitation gemeldet hatte. Schließlich sollte der Bewerber
jeweils drei Themenvorschläge für den Probevortrag vor der Fakultät sowie für die öffent-
liche Antrittsvorlesung nennen.61
Neumann kam in seinem Habilitationsgesuch allen diesen Bedingungen nach. Im beige-







SepteUnterfertigterDr. Johann Ludwig vonNeumann bin am 28.12.1903 in Budapest (Ungarn)
geboren, Sohn des Bankiers Dr. Max von Neumann und seiner Frau Gitta (geb. Kann).
Die Elementar- und Mittelschulen absolvirte ich in den Jahren 1909–1921 in Budapest,
die letzteren am evang.[elischen] Gymnasium daselbst.
Vom Herbst 1921 an studirte ich Mathematik, Physik und Chemie an den folgenden
Hochschulen: Wintersemester 1921 – Sommersemester 1923 an der Universität Berlin,l. z. B. Malgrange [1985].
l. Tabelle 1.
A Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 295: J. v. Neumann an Dekan der Philosophischen Fakultät, o.D.
r Bewerber hatte laut der Habilitationsordnung sogar für jedes der Hauptfächer, über welches
lesen beabsichtigte, als ,,Probeschrift“ eine separate Habilitationsschrift vorzulegen; außerdem
e die Habiltationsschrift, wenn sie schon gedruckt war, nicht älter als drei Jahre sein.
A Phil. Fak. Nr. 17: Habilitationsordnung der Philosophischen Fakulta¨t (Vom 2. Ma¨rz und 16.
mber 1911).
Abbildung 2. John von Neumanns Meldung zur Habilitation an der Friedrich-Wilhelms-Univer-



















Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 253Wintersemester 1923 – Sommersemester 1926 an der Eidg.[enössischen] Techn.[ischen]
Hochschule Zürich. An der letzteren bestand ich im Oktober 1926 das Diplom-Examen
aus Chemie. Ausserdem war ich in der Zeit Wintersemester – Sommersemester 1925 aus
formalen Gründen an der Universität Budapest immatrikulirt, wo ich im März 1926 aus
Mathematik promovirte. Im Wintersemester 1926 war ich mit einem Stipendium des
International Education Board in Göttingen.62Anschließend listeteNeumann indemLebenslauf seinebisherigenmathematischenPublika-
tionen auf.63 Von den zwölf genannten Arbeiten waren sieben64 schon veröﬀentlicht und von
Neumann als Separata dem Habilitationsgesuch beigefügt worden, während die übrigen fünf
bei Fachzeitschriften eingereicht und – wie Neumann schrieb – bereits angenommen waren.
Als Habilitationsschrift benannte Neumann im Lebenslauf die Arbeit Nr. IX, Die Axio-
matisierung der Mengenlehre, die er als Manuskript beigelegt hatte und die nach seinen
Angaben von der Mathematischen Zeitschrift schon zur Publikation angenommen worden
war.65 In das Habilitanden-Buch der Philosophischen Fakultät wurde vom Dekan als Dis-
sertation Axiomatischer Aufbau der Mengenlehre – dies eine abgekürzte deutsche Überset-
zung des ungarischen Titels Az a´ltala´nos halmazelme´let axiomatikus fele´pı´te´se der
Dissertation Neumanns an der Universität Budapest66 – und als Habilitationsschrift Der
axiomatische Aufbau der Mengenlehre eingetragen.67
Die Entscheidung Neumanns, die Arbeit Die Axiomatisierung der Mengenlehre als Habi-
litationsschrift einzureichen, wirft einige Fragen auf, die sich auf der Basis der im Archiv
der Humboldt-Universität in Berlin überlieferten Habilitationsakten nicht eindeutig klären
lassen – auch deswegen, weil sich dort kein Manuskript dieser Habilitationsschrift beﬁndet.
Insbesondere bleibt unklar, warum Neumann ausgerechnet das Manuskript Die Axiomati-
sierung der Mengenlehre – im folgenden als Habilitationsschrift Nr. 1 bezeichnet – als Habi-
litationsschrift benannte, denn in der 1928 in der Mathematischen Zeitschrift publizierten
Version dieses Aufsatzes gab er an, dass der ,,Gegenstand dieser Arbeit [. . .] in vielen Tei-
len“ mit dem seiner Dissertation übereinstimme.68 Nach den schon erläuterten Bestimmun-
gen der Habilitationsordnung sollte aber ,,außer der einzureichenden Doktordissertation
eine in deutscher oder lateinischer Sprache geschriebene oder gedruckte Habilitations-
schrift“ eingereicht werden.69 Diese Formulierung ist wohl so zu interpretieren, dass eine
Habilitationsschrift, die sich nicht grundlegend von der Dissertation unterschied, nichtA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 296–297; abgedruckt in englischer Übersetzung in Bródy und
s [1995, S. 691–692].
l. Tabelle 2 auf S. 254.
. I bis Nr. VII in Tabelle 2 auf S. 254.
sich im weiteren Verlauf der Argumentation die Frage stellen wird, warum J. v. Neumann
rechnet diese Arbeit als Habilitationsschrift eingereicht hat, sei schon hier darauf hingewiesen,
die Benennung der Habilitationsschrift nach der Quellenlage eindeutig ist. Es heißt am Ende
on J. v. Neumann eingereichten Lebenslaufes (HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 297) nach der
stung der (bei ihm mit arabischen Ziﬀern nummerierten) Arbeiten mit ,,9. Die Axiomatisierung
engenlehre. (Math. Zeitschr., angenommen)“ ganz lapidar: ,,9 ist meine Habilitationsschrift.
achtungsvoll Dr. J. v. Neumann“.
n Neumann [1926a].
A Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 303; vgl. auch die Abbildung 2 auf S. 252.
l. von Neumann [1928c, S. 669] sowie auch (ohne Quellenangabe) [van Heijenoort, 1967, S.
die Dissertation von J. v. Neumann ist in den deutschen Bibliotheken über den KVK (http://
.ubka.uni-karlsruhe.de/kvk.html) nicht nachweisbar.
A Phil. Fak. Nr. 17.
Tabelle 2
Die von John von Neumann in seinem Habilitationsgesuch angegebenen Schriften.
L-Nr. U-Nr. Titelangabe im Lebenslauf (von J. v. Neumann)
I 1 U¨ber die Lage der Nullstellen gewisser Minimumpolynome
II 2 Zur Einfu¨hrung der transﬁniten Zahlen
III 3 Eine Axiomatisierung der Mengenlehre
IV 4 Gleichma¨ssig dichte Zahlenfolgen (ungarisch)
V 5 Zur Pru¨ferschen Theorie der idealen Zahlen
VI 12 Zur Hilbertschen Beweistheorie
VII 8 Zur Theorie der Darstellungen kontinuierlicher Gruppen
VIII 24 U¨ber die analytischen Eigenschaften von Gruppen linearer Transformationen
und ihrer Darstellungen
IX 18 Die Axiomatisierung der Mengenlehre
X 15 Ein System algebraisch unabha¨ngiger Zahlen
XI 16 U¨ber die Theorie der Ordnungszahlen und verwandte Fragen der allgemeinen
Mengenlehre
XII 7 Zur Jordanschen Quantenmechanik
Erla¨uterungen: Die L-Nr. verweist auf die im Habilitationsgesuch von J. v. Neumann angegebene Nummerierung, wa¨hrend
die U-Nr. auf die Nummer der von S. Ulam erstellten Bibliographie der Vero¨ﬀentlichungen J. v. Neumanns in Ulam [1958]
verweist. Die Vero¨ﬀentlichungen Nr. XI und Nr. XII trugen bei der Publikation die von der Angabe im Lebenslauf abwei-
chenden Titel U¨ber die Deﬁnition durch transﬁnite Induktion und verwandte Fragen der allgemeinen Mengenlehre bzw. U¨ber die
Grundlagen der Quantenmechanik.
Quelle: HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 296–297: Habilitationsgesuch von Johann von Neumann, Anlage D ,,Lebenslauf“.
254 U. Hashagenden Anforderungen der Habilitationsordnung genügte. Dafür spricht auch die ,,Habilitati-
onspraxis“ an der Berliner Universität, denn bei allen zwischen 1900 und 1932 vorgenom-
menen Habilitationen in Mathematik unterschieden sich – soweit sich dies nachweisen lässt
– Dissertation und Habilitationsschrift thematisch deutlich voneinander.70
Nach der Habilitationsordnung hatte der Dekan die Eingabe des Bewerbers in die
nächste Sitzung der Philosophischen Fakultät einzubringen, wo diese zu prüfen hatte, ob
keine formalen Bedenken gegen eine Annahme des Habilitationsgesuches vorlagen. Wenn
Dreiviertel der Anwesenden in der Fakultätssitzung für die Annahme des Habilitationsge-
suches stimmten, war ein mindestens neunköpﬁger Habilitationsausschuss zu bilden, und
mindestens zwei Mitglieder dieses Ausschusses waren als Referenten für die Habilitations-
schrift zu bestellen.71 Dieses vorgeschriebene Verfahren verlief für Neumann in einer gün-
stigen Weise, denn der Dekan Petersen trug am 26. April 1927 die Meldung Neumanns in
das Habilitanden-Buch ein, und in der Fakultätssitzung am 19. Mai 1927 wurde für seine
Habilitation ein zehnköpﬁger Ausschuss gewählt. Der Dekan bat dann die Mathematik-
ordinarien Erhard Schmidt und Issai Schur als Gutachter um die ,,Beurteilung der Habili-
tationsschriften und Antragstellung“.72 Die Habilitationskommission bestand neben
Erhard Schmidt und Issai Schur aus den Mathematikern Ludwig Bieberbach, Friedrich
Schottky (1851–1935) und Richard von Mises, den Physikern Max Planck (1858–1947),
Max von Laue (1879–1960) und Walther Nernst (1864–1941), dem Astronomen August
Kopﬀ (1882–1960) sowie dem Geodäten Ernst Kohlschütter (1870–1942).73 Anscheinend70 Vgl. Biermann [1988, S. 366–368] und Tobies [2006].
71 HUA Phil. Fak. Nr. 17.
72 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 295ﬀ; HUA Phil. Fak. Nr. 37, Bl. 341–342.
73 Vgl. HUA Phil. Fak. Nr. 37, Bl. 341–342 und HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 308 mit den Voten
der Mitglieder der Habilitationskommission vom Oktober bzw. November 1927.
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 255hatte sich dabei weder die Fakultät noch der Dekan an den sehr ähnlichen Titeln von Dis-
sertation und Habilitationsschrift gestört, und das Habilitationsverfahren nahm seinen wei-
teren formalen Verlauf. Nachdem der Preußische Minister für Wissenschaft, Kunst und
Volksbildung am 3. Mai 1927 die Zulassung des ungarischen Staatsangehörigen Neumann
zur Habilitation genehmigt hatte, stand dem Fortgang des Verfahrens nichts mehr im
Wege, aber das Sommersemester verging, ohne dass Erhard Schmidt sein Gutachten vor-
legte. In der vorletzten Fakultätssitzung des Sommersemesters 1927 wurde dann ein Antrag
Neumanns zu seinem Habilitationsverfahren diskutiert. Neumann hatte darum gebeten,
eine neue Habilitationsschrift einreichen zu dürfen, und diesem Antrag wurde von der
Fakultät stattgegeben.74 Aus den Akten geht weder etwas über die Gründe, die Neumann
dazu bewogen hatten, diesen Antrag zu stellen, noch etwas über den Zeitpunkt der Einrei-
chung dieser neuen, zweiten Habilitationsschrift hervor. Nach dieser Fakultätssitzung soll-
ten drei weitere Monate vergehen, bis Erhard Schmidt sein Gutachten über Neumanns
Habilitationsschrift in den ersten Wochen des Wintersemesters 1927/28 vorlegte.4. Interludium: Neumanns Forschungsaktivitäten im ,,langen Sommer‘‘ 1927
Neumann setzte während des halben Jahres zwischen April und Oktober 1927, in dem
sein Habilitationsverfahren lief, seine intensive Forschungstätigkeit weiter fort und stellte
in diesem Zeitraum vier mathematische Arbeiten zu vier unterschiedlichen Gebieten der
Mathematik und theoretischen Physik fertig (Tabelle 3) – von denen zwei für den Verlauf
des Habilitationsverfahrens bedeutsam werden sollten.
Die erste Arbeit mit dem Titel Mathematische Begru¨ndung der Quantenmechanik wurde
am 20. Mai 1927 von dem Göttinger Professor für theoretische Physik, Max Born, der Göt-
tinger Gesellschaft der Wissenschaften vorgelegt.75 In dieser schon im April 1927 angekün-
digten Arbeit76 wollte Neumann die Quantenmechanik auf ,,mathematisch einwandfreie
Weise“ begründen, und verzichtete dabei – anders als bei den von Dirac und Jordan gege-
benen Begründungen der Quantenmechanik – bewusst auf eine Verwendung von ,,unei-
gentlichen Funktionen“ und ,,kontinuierlichen Matrizen“. Neumann verwahrte sich
dabei mit großer Schärfe gegen die Verwendung solcher Funktionen und sprach in dem
Artikel von den ,,absurden Eigenschaften“ der durch




deﬁnierten d-Funktion.77 Weitere und spätere Äußerungen Neumanns zu diesem Problem-
kreis zeigen, dass es sich hier um eine Grundüberzeugung handelt, die Neumanns Haltung
zu den mathematischen Grundlagen der Quantenmechanik zumindest über die nächsten
Jahre bestimmte: In einem Selbstreferat im Jahrbuch u¨ber die Fortschritte der Mathematik
bezeichnete Neumann die Diracsche d-Funktion sogar als ,,widerspruchsvolle!“ Funk-
tion,78 und in der Einleitung seines 1932 publizierten Buches Mathematische Grundlagen
der Quantenmechanik sprach Neumann davon, dass die ,,infolge ihrer Durchsichtigkeit74 HUA Phil. Fak. Nr. 37, B. 376.
75 von Neumann [1927b]. Zur historischen Einordnung dieser Arbeit vgl. Lacki [1999, S. 300–313]
und Mehra und Rechenberg [2000, S. 411–417].
76 Hilbert et al. [1927, S. 30].
77 von Neumann [1927b, S. 2–3].
78 von Neumann [1927a].
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– Sur la the´orie des jeux 18.6.1928 Comptes rendus 1928
22 Zur Erkla¨rung einiger









22.10.1928 Crelles Journal 1929
32 Zur Theorie der unbeschra¨nkten
Matrizen







Erla¨uterungen: Die Tabelle gibt die von Mai 1927 bis Dezember 1928 abgeschlossenen Arbeiten J. v. Neumanns in der
Reihenfolge der Fertigstellung an – soweit sich dies ermitteln ließ. (Die Tabelle ist unter Umsta¨nden nicht vollsta¨ndig, da sich
fu¨r einige der 1929 publizierten Arbeiten kein Datum ermitteln ließ.) Die U-Nr. verweist auf die Nummer in der Bibliographie
der Vero¨ﬀentlichungen J. v. Neumanns in Ulam [1958].
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Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 257und Eleganz heute in einen großen Teil der quantenmechanischen Literatur übergegangene
Methodik von Dirac [. . .] den Anforderungen der mathematischen Strenge in keiner Weise
gerecht [wird] – auch dann nicht, wenn diese natürlicher- und billigerweise auf das sonst in
der theoretischen Physik übliche Maß reduziert werden.“79
Für die angestrebte mathematisch wohldeﬁnierte und einwandfreie Beschreibung der
Quantenmechanik entwickelte Neumann die von Hilbert sowie dessen Schülern Erhard
Schmidt, Ernst Hellinger (1883–1950) und Hermann Weyl in dem Jahrzehnt nach der Jahr-
hundertwende begründete Spektraltheorie der Hilberträume entscheidend weiter.80 Neu-
mann deﬁnierte in dieser Arbeit zum ersten Mal einen abstrakten (separablen)
Hilbertraum und ordnete dann den Zuständen des physikalischen Systems die Elemente
des Hilbertraums und den physikalischen Observablen geeignete Operatoren eines Hilbert-
raums zu.81 Zusammen mit zwei weiteren am Ende des Jahres 1927 fertig gestellten Artikeln
mit den Titeln Wahrscheinlichkeitstheoretischer Aufbau der Quantenmechanik82 und Ther-
modynamik quantenmechanischer Gesamtheiten83 stellte diese Arbeit den ersten Versuch
dar, die Quantenmechanik auf der Grundlage eines abstrakten Hilbertraum-Formalismus
mathematisch streng zu begründen.84
In der Arbeit Mathematische Begru¨ndung der Quantenmechanik war Neumann auf das
Problem gestoßen, dass bereits die einfachsten Operatoren in der Quantenmechanik nicht
beschränkt waren und für diese die von Hilbert 1906 entwickelte Theorie der unendlichen
Matrizen bzw. Bilinearformen nicht anwendbar war. Neumann kündigte in einer Fußnote
an, dass er zeigen könne, wie ,,auch das Eigenwertproblem beliebiger, also auch nicht
beschränkter Operatoren eindeutig gelöst werden kann“ und dass seine Ergebnisse dem-
nächst in den Mathematischen Annalen erscheinen würden.85 Dies war insofern bemerkens-
wert, als zu diesem Zeitpunkt über unbeschränkte Operatoren sehr wenig bekannt war und
bis zu Neumanns grundlegenden Arbeiten nur Einzelergebnisse vorlagen: Vor siebzehn
Jahren, im Jahr 1910, hatte Hermann Weyl (1885–1955) seine Forschungen über Eigen-
funktionen von Randwertproblemen publiziert sowie Ernst Hellinger und Otto Toeplitz
ihre Grundlagen fu¨r eine Theorie der unendlichen Matrizen86 mit dem so genannten Hellin-
ger-Toeplitz-Theorem vorgelegt; seitdem war ein Fortschritt nur in der 1923 publizierten
Arbeit Sur les e´quations inte´grales singulie`res a` noyau re´el et syme´trique87 des schwedischen
Mathematikers Torsten Carleman (1892–1949) zu singulären Integraloperatoren erzielt
worden.8879 von Neumann [1932, S. 2].
80 Für die grundlegenden Arbeiten von D. Hilbert und E. Schmidt vgl. z. B. Steen [1973, S. 363–
367].
81 Zur historischen Einordnung der Arbeit Mathematische Begru¨ndung der Quantenmechanik [von
Neumann, 1927b] vgl. Lacki [1999, S. 300–313] und Mehra und Rechenberg [2000, S. 411–417].
82 von Neumann [1927d].
83 von Neumann [1927c].
84 Diese Arbeiten bildeten die Basis für J. v. Neumanns 1932 publiziertes Buch Mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik [von Neumann, 1932], aus dem die meisten der heutigen axioma-
tischen Begründungen der Quantenmechanik hervorgegangen sind; vgl. z. B. Rédei [1996] und Emch
[1997].
85 von Neumann [1927b, S. 7].
86 Hellinger und Toeplitz [1910].
87 Carleman [1923].
88 Vgl. dazu die Bemerkungen in Dieudonné [1981a, S. 160–171] und in Birkhoﬀ und Kreyszig
[1984, S. 285–286 u. S. 307–308].
258 U. HashagenAm 31. Mai 1927 hielt Neumann einen Vortrag über Eigenwerttheorie symmetrischer
Operatoren in der Mathematischen Gesellschaft in Göttingen,89 und sein wissenschaftliches
Interesse galt im Frühsommer 1927 weiterhin der Entwicklung dieser Theorie. Als Neu-
mann Ende Juni 1927 seinem Züricher Lehrer Hermann Weyl über seine augenblickliche
wissenschaftliche Arbeit berichtete, schrieb er, dass er sich mit der ,,Frage der Formulie-
rung und Erledigung des Eigenwertproblems für allgemeine (insbesondere nicht-
beschränkte!) symmetrische Operatoren, in dem Sinne, wie sie Hilbert für die beschränkten
gelang“, beschäftige. Neumann glaubte, dass er diese Frage ,,zu einem gewissen Abschluss“
gebracht hatte, und er kündigte auch Weyl gegenüber eine Publikation in den Mathemati-
schen Annalen an.90 Als Neumann in der zweiten Septemberhälfte 1927 den Vierten Deut-
schen Mathematikertag in Bad Kissingen besuchte, trug er über das Eigenwertproblem
symmetrischer Funktionaloperatoren vor und wiederholte in dem im Jahresbericht der Deut-
schen Mathematiker-Vereinigung in Kurzform veröﬀentlichten Vortrag die Ankündigung
einer Publikation in denMathematischen Annalen, die demnächst erscheinen werde91 – aber
dazu sollte es erst einmal nicht kommen.
Neumann war von April bis Oktober 1927 nicht nur mit Fragen der mathematischen
Grundlagen der Quantenmechanik und der Eigenwerttheorie symmetrischer Operatoren
befasst, sondern mit einer Reihe weiterer Forschungsgebiete. So hielt er im Mai 1927 in
der Mathematischen Gesellschaft in Göttingen einen Vortrag U¨ber die Analytizita¨t kontinu-
ierlicher Gruppen und trug im Juni 1927 im Mathematischen Kolloquium der Universität
Königsberg U¨ber die Grundlagen der Mathematik vor.92 Außerdem hat sich Neumann
erneut mit dem bei der Mathematischen Zeitschrift eingereichten Manuskript Die Axioma-
tisierung der Mengenlehre (der Habilitationsschrift Nr. 1) befasst und dieses wohl noch ein-
mal überarbeitet, denn in der Publikation in der Mathematischen Zeitschrift ist als
Manuskripteingang der 13. Juli 1927 angegeben.93 Außerdem reichte Neumann Ende Juli
1927 seine berühmte Arbeit Zur Theorie der Gesellschaftsspiele bei der Redaktion der
Mathematischen Annalen ein.945. Das Habilitationsverfahren
Neumann hatte die sechs Monate nach der Einreichung seines Habilitationsantrages
nicht nur intensiv für seine weitere wissenschaftliche Forschungstätigkeit genutzt, sondern
er muss zwischen Juli und Oktober 1927 auch die zweite Habilitationsschrift bei der Philo-
sophischen Fakultät der Friedrich-Wilhelms-Universität eingereicht haben. Das am 23.
Oktober 1927 von Erhard Schmidt vorgelegte, sechsseitige handschriftliche ,,Gutachten
über die Habilitationsschriften des Herrn von Neumann“95 befasste sich auf den ersten vier
Seiten nämlich überhaupt nicht mit der zuerst eingereichten Habilitationsschrift Nr. 1 zur
Axiomatisierung der Mengenlehre, sondern ausschließlich mit der Eigenwerttheorie sym-
metrischer Funktionaloperatoren, ohne einen Titel der diesbezüglichen Arbeit im Gutach-89 Mitteilungen [1928].
90 ETHB, NL Weyl: J. v. Neumann an H. Weyl, 27.6.1927.
91 von Neumann [1928d].
92 Mitteilungen [1928].
93 von Neumann [1928c]; vgl. auch S. 24.
94 von Neumann [1928f]. J. v. Neumann hatte diese Arbeit in gekürzter Form schon am 7.12.1926
der Göttinger Mathematischen Gesellschaft vorgetragen; vgl. Mitteilungen [1928]. Zum historischen
Kontext dieser Arbeit vgl. Kjeldsen [2001].
95 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 305–307R.
Abbildung 3. Erhard Schmidt. [Quelle: Bildarchiv desMathematischenForschungsinstitutsOberwolfach].
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 259ten zu nennen.96 Es handelte sich wohl um die in den Nachrufen von Stanislaw Ulam und
Salomon Bochner (1899–1982) genannte Arbeit mit dem Titel Allgemeine Eigenwerttheorie
symmetrischer Funktionaloperatoren, die hier als Habilitationsschrift Nr. 2 bezeichnet
wird.97
Schmidt fasste in seinem Habilitationsgutachten zunächst die Ergebnisse der Neumann-
schen Arbeit zur Eigenwerttheorie symmetrischer Funktionaloperatoren zusammen und
hob dann hervor, dass die von Neumann entdeckten ,,großartigen u.[nd] einfachen Sätze
den schönsten Fortschritt bilden“, der in der Spektraltheorie seit mehr als einem Jahrzehnt
gemacht worden sei. Schmidt hob außerdem die Eleganz der Beweismethode hervor, die
,,durch ihre abstrakte Form u.[nd] durch die Invarianz der einzelnen Schritte gegenüber
orthogonalen Transformationen besonders elegant u.[nd] anziehend“ sei, bemerkte aber
auch, dass Neumanns Beweise sich noch wesentlich vereinfachen ließen. Dieser Einschät-
zung Schmidts kommt deswegen eine große Bedeutung zu, weil Schmidt an der bisherigen
Entwicklung der Spektraltheorie großen Anteil gehabt hatte – er war 1907/08 mit zwei
berühmten Arbeiten mit grundlegenden Beiträgen zur Funktionalanalysis hervorgetreten
und hatte darin unter anderem die geometrische Sprechweise in die Hilbertraumtheorie
eingeführt.98
Schmidt wies in seinem Habilitationsgutachten weiterhin auf die zwei von Neumann ein-
gereichten Abhandlungen zum ,,höchst originellen“ axiomatischen Aufbau der Mengen-
lehre hin – ,,von denen die eine bereits im Druck erschienen ist, während die andere als
Manuskript beiliegt“99 –, aber er unterließ dabei jeden Hinweis darauf, dass das genannte
Manuskript die ursprünglich eingereichte Habilitationsschrift Nr. 1 war. Die gerade in der96 Vgl. die Edition des Gutachtens im Anhang 1 auf S. 29.
97 Aus den überlieferten Akten zur Habilitation J. v. Neumanns im Archiv der Humboldt-
Universität geht nicht hervor, dass er die zweite Habilitationsschrift tatsächlich eingereicht hat –
für eine weitere Analyse vgl. S. 26.
98 Bernkopf [1966, S. 46–48]; Birkhoﬀ und Kreyszig [1984, S. 284].
99 Hier sind oﬀensichtlich die Arbeiten Nr. III und Nr. IX in Tabelle 2 auf S. 254 gemeint.
Abbildung 4. Issai Schur. [Quelle: Archiv der Berlin-Brandenburgischen Akademie der Wissen-
schaften, Fotosammlung, Issai Schur, Nr. 1].
260 U. HashagenMathematischen Zeitschrift erschienene Arbeit Zur Hilbertschen Beweistheorie würdigte
Schmidt als bedeutenden Beitrag zum Hilbertschen Grundlagenprogramm. Schmidts
Gesamturteil über den 23jährigen Neumann, der sich durch seine bisherigen mathemati-
schen Leistungen schon in die ,,vordersten Linien“ der Mathematiker in Deutschland
gestellt habe, war außerordentlich positiv: Neumann zeichne sich durch einen ,,durchdrin-
genden abstrakten Scharfsinn“ sowie durch eine erstaunliche Schnelligkeit bei der ,,produk-
tiven Aneignung grosser wissenschaftlicher Stoﬀmassen“ aus und sei eine ,,ganz
außerordentliche Begabung, die zu unbegrenzten Hoﬀnungen“ berechtige. Abschließend
beantragte Schmidt die Annahme der Habilitationsschrift und die Zulassung zu den weite-
ren Habilitationsleistungen.100
Schur stellte sein zweiseitiges Gutachten nur einen Tag später, am 24. Oktober 1927,
fertig,101 schloss sich in der ,,Beurteilung der Habilitationsschrift“ ganz der Ansicht von
Schmidt an und bewertete diese als eine ,,schöne und hervorragende Leistung, durch die
die Hilbertsche Theorie der unendlich vielen Veränderlichen außerordentlich gefördert
wird“ – oﬀensichtlich bezog sich Schur hier auf die Habilitationsschrift Nr. 2. Dann ging
Schur ausführlich auf Neumanns Arbeit Zur Theorie der Darstellungen kontinuierlicher
Gruppen102 ein, die Schur am 17. März 1927 in der Sitzung der Physikalisch-Mathemati-
schen Klasse der Preußischen Akademie der Wissenschaften vorgelegt hatte – da Schur
einer der Mitbegründer der Darstellungstheorie ist, kommt seinem Urteil hier besondere
Bedeutung zu. Neumann hatte in dieser Arbeit im Anschluss an Arbeiten von Schur zur
Darstellung der Drehungsgruppe und von Weyl zur Theorie der Darstellung kontinuierli-
cher halbeinfacher Gruppen durch lineare Transformationen die Frage verfolgt, ob die
Stetigkeit einer Darstellung einer linearen Gruppe die Diﬀerenzierbarkeit impliziere. Schur100 Zur Einordnung des Gutachtens von E. Schmidt vgl. auch die Bemerkungen auf S. 26.
101 Vgl. die Edition des Gutachtens von I. Schur im Anhang 2 auf S. 32.
102 von Neumann [1927f].
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 261hob in seinem Gutachten hervor, dass erst durch Neumanns Arbeit einige der wichtigsten
neueren Ergebnisse von Weyl über die Darstellung halbeinfacher Gruppen durch lineare
homogene Substitutionen den ,,Charakter einfacher und abgeschlossener Aussagen erhal-
ten“ hätten. Abschließend hob Schur hervor, dass sich der ,,hochbegabte jüngere Forscher“
Neumann in ,,hervorragender und vielversprechender“ Weise dadurch auszeichne, dass er
die ,,Fähigkeit weitgehender Abstraktion mit kraftvollem Sinn für konstruktiven Aufbau
und auch für die Förderung konkreter Probleme“ verbinde.103 Auf die zur Habilitation
mit eingereichte und bei derMathematischenZeitschrift angenommeneArbeit Nr. VIII, U¨ber
die analytischen Eigenschaften von Gruppen linearer Transformationen und ihrer Darstellun-
gen104, in der Neumann seine Forschungen auf diesem Gebiet inzwischen fortgesetzt hatte
und zu weitergehenden Ergebnissen gekommen war (und damit unter anderem einen Beitrag
zur weiteren Lösung des fünften Hilbertschen Problems geleistet hatte),105 ging Schur nicht
ein und beantragte ebenfalls die Zulassung zu den weiteren Habilitationsleistungen.
Wieder einen Tag später, am 25. Oktober 1927, sandte der neue Dekan, der Mathema-
tiker Ludwig Bieberbach, den Mitgliedern des Habilitationsausschusses die Gutachten von
Schmidt und Schur mit der Bitte zu, ihr Votum neben ihrem Namen auf dem beigefügten
Formular einzutragen. Bieberbach hatte dabei schon auf dem Formular sein Votum für die
Zulassung abgegeben, und am gleichen Tag hatte auch der Astronom August Kopﬀ auf
dem Formular für Zulassung votiert.106
Der weitere Umlauf der Gutachten von Schmidt und Schur sollte allerdings nicht ganz
ohne kleinere ,,Störungen“ vonstatten gehen, denn der Ordinarius für angewandte Mathe-
matik, Richard von Mises, votierte am 5. November 1927 zwar ebenfalls für Zulassung, trat
dabei aber mit einem längeren, nicht unkritischen Votum hervor,107 in dem er sich vor
allem mit der nicht zur Habilitation eingereichten, aber inzwischen in den Nachrichten
von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Go¨ttingen erschienenen Arbeit Mathematische
Begru¨ndung der Quantenmechanik auseinander setzte – hier wurde eine mathematische
Arbeit Neumanns in das Habilitationsverfahren einbezogen, die Neumann im April nicht
mit eingereicht hatte und die im eigentlichen Sinne nicht Gegenstand des Habilitationsver-
fahrens sein konnte. Mises war einer der bedeutendsten angewandten Mathematiker seiner
Zeit mit einem weiten Themenspektrum an Forschungsinteressen, das von der numerischen
Mathematik bis zu wissenschaftsphilosophischen Fragestellungen reichte und zu dem auch
Fragen der Mechanik und Hydrodynamik sowie der Integral- und Diﬀerentialgleichungen
zählten. Die Bemerkungen zu Neumanns Arbeit kamen aus einem Gebiet, für das sich
Mises zumindest in gewissem Sinne als Fachmann zählen durfte, denn er hatte 1925/
1927 zusammen mit dem theoretischen Physiker Philipp Frank (1884–1966) das zweibändi-
ge Handbuch Die Diﬀerential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik
herausgegeben.108
Mises gestand Neumann in seinem Votum über die Arbeit Mathematische Begru¨ndung
der Quantenmechanik zu, dass dieser dort eine außerordentliche Begabung in der
,,Aneignung und Assimilierung“ eines großen ,,Stoﬀgebietes“ gezeigt habe, konstatierte
bei Neumann aber andererseits eine ,,gewisse Unreife und Uebereiltheit des Urteils“.103 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 304–304R.
104 von Neumann [1929b]; vgl. auch Tabelle 2 auf S. 254.
105 Vgl. zu diesen Arbeiten J. v. Neumanns auch die zeitgenössische Einschätzung in Bieberbach
[1930] sowie die Darstellung in Hawkins [1999, S. 193–195].
106 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 308–309R.
107 Vgl. die Edition des Votums im Anhang 3 auf S. 33.
108 Vgl. Mises [1925] und Frank [1927] sowie die Darstellung Siegmund-Schultze [2007].
Abbildung 5. Ausschnitt aus dem Gutachten von Issai Schur [Quelle: HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl.
304].
262 U. HashagenDabei bezog er sich auf die schon erwähnten Äußerungen Neumanns über die ,,absur-
den Eigenschaften“ der Diracschen d-Funktion in dieser Arbeit sowie auf die von Neu-
mann ebenfalls dort angeführten ,,schweren mathematischen Bedenken“ gegenüber der
von Pascual Jordan vorgenommenen Axiomatisierung der Quantenmechanik.109 Mises
argumentierte dagegen, dass die (von Dirac verwendeten) uneigentlichen Funktionen
in der mathematischen Physik vollkommen gebräuchlich und legitimiert seien, und dass
das Problem nur eine in der Analysis unübliche Schreibweise sei. Die weiteren Äußerun-
gen von Mises zu dieser Arbeit Neumanns waren noch schärfer, da er Neumann unter-
stellte, dass diesem nicht klar sei, dass der Hauptteil seiner Arbeit ,,nur eine formale
Uebersetzung der Diracschen ‘kontinuierlichen Matrizen’ in eine andere, allerdings
zweckmässigere Schreibweise“ sei. Da es sich um eine Habilitation in reiner Mathematik
und nicht in angewandter Mathematik handelte, erhob Mises wegen der ausgezeichneten
Beurteilung der Leistungen Neumanns auf dem Gebiet der reinen Mathematik keine
Einwände gegen die Zulassung, aber er schloss sein Votum mit folgender Bemerkung:
,,Im Interesse des Kandidaten wäre es vielleicht gelegen gewesen, wenn man ihm etwas
mehr Zeit zu ruhiger Entwicklung gelassen hätte.“110
Eine Bewertung dieser Äußerungen des angewandten Mathematikers Richard von Mises
fällt nicht leicht, da sie auf einem ziemlich schwer durchschaubaren Geﬂecht von persönli-
chen und sachlichen Gründen beruhten. Zum einen lassen die relativ scharfen persönlichen109 von Neumann [1927b, S. 2–3]. Eine ähnliche Aussage ﬁndet sich in der im April 1927
eingereichten gemeinsamen Arbeit von D. Hilbert, L. Nordheim und J. v. Neumann [Hilbert et al.,
1927, S. 30].
110 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 302R.
Abbildung 6. Richard von Mises. [Quelle: Smithsonian Institution Libraries].
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 263Äußerungen über Neumann eine persönliche Antipathie von Mises vermuten.111 Zum
anderen war Mises wohl durch den Verlauf des Habilitationsverfahrens seiner Assistentin
Hilda Pollaczek-Geiringer (1893–1973) zu diesem ,,Sondergutachten“ mit veranlasst wor-
den – hier ging es um den Status der angewandten Mathematik in der Fakultät der Berliner
Universität. Pollaczek-Geiringer hatte ihre Habilitationsschrift schon im November 1925
eingereicht, aber die Habilitation war trotz Mises’ sehr positivem Erstgutachten am Wider-
stand der Professoren für reine Mathematik Ludwig Bieberbach und Issai Schur geschei-
tert, die einen ,,wahrhaft niederschmetternden Eindruck“ von ihren mathematischen
Leistungen hatten. Pollaczek-Geiringer hatte daraufhin den zweiten Teil ihrer Habilitati-
onsschrift zurückgezogen sowie eine neue Habilitationsschrift vorgelegt, und nach längeren
Auseinandersetzungen wurde sie nur für angewandte Mathematik zugelassen. Das kritische
Votum von Mises gegenüber Neumann hatte ein Jahr vorher schon einen ,,Vorläufer“
gehabt, als Mises im November 1926 bei der Habilitation von Georg Feigl (1890–1945)
mit einem ähnlichen ,,Sondervotum“ hervorgetreten war.112
Zu diesen genannten möglichen ,,persönlichen“ und ,,machtpolitischen“ Gründen für
Mises’ Votum kam vermutlich noch eine Reihe von nicht ganz leicht zu rekonstruierenden
und zu kontextualisierenden Auﬀassungen über das Wechselverhältnis von Mathematik
und Physik hinzu.113 Zum einen herrschte – und herrscht auch heute114 – im Grenzbereich111 Dies ist auf der Basis der Quellen im Archiv der Humboldt-Universität allerdings nicht direkt
nachweisbar.
112 Vgl. HUA Phil. Fak. Nr. 37, Bl. 378 und Biermann [1988, S. 205–208] sowie Siegmund-Schultze
[1993].
113 Dieses Problemfeld ist bisher in der Wissenschaftsgeschichte trotz seiner zentralen Bedeutung
nur wenig bearbeitet worden. Zur Rolle der Mathematik in der physikalischen Forschung vgl.
Servos [1986], Garber [1999], Gingras [2001] und Lacki [2003]. Für Fallstudien vgl. z. B. Buchwald
[1977], Wise [1979], Zahar [1980], Darrigol [2003], Schirrmacher [2003] und Sichau [2006].
114 Vgl. z. B. Jaﬀe und Quinn [1993] und Atiyah et al. [1994].
264 U. Hashagenzwischen Mathematik und Physik keinesfalls Einigkeit darüber, wie groß die Anforderun-
gen an mathematische Exaktheit in der Physik sein müssen.115 Zum anderen lässt sichMises’
Kritik an Neumanns Operatortheorie als Ausdruck für die unterschiedlichen Zugänge zur
Grundlegung der Quantenmechanik durch Dirac und Neumann deuten,116 wie auch der
Probleme, die viele Mathematiker und Physiker hatten, die neue abstrakte Formulierung
der Operatortheorie durch Neumann und die Vorteile der Neumannschen Theorie gegen-
über dem traditionellen Operieren mit unendlichen Matrizen zu akzeptieren.117
Neumanns Habilitationsverfahren ging dann ohne weitere Schwierigkeiten voran, wenn
auch zwei der weiteren Voten der Mitglieder der Habilitationskommission wohl als Stel-
lungnahmen zu diesen Auseinandersetzungen zu lesen sind. Der theoretische Physiker
Max Planck unterzeichnete am 8. November 1927 nicht etwa auf dem für den Umlauf vor-
gesehenen Formular, sondern auf dem von Mises verfassten Votum mit ,,für Zulassung“
und wollte damit wohl seine Zustimmung zu den Ausführungen in diesem ,,Sondergutach-
ten“ andeuten. Während die Physiker Max von Laue und Walther Nernst sowie der Geodät
Ernst Kohlschütter auf dem Umlauﬀormular für die Zulassung des Kandidaten votiert hat-
ten, hatte der schon emeritierte 76jährige Mathematiker Friedrich Schottky ebenfalls auf
ein Votum auf dem Umlauﬀormular verzichtet und stattdessen das Gutachten von Erhard
Schmidt mit ,,Einverstanden“ unterzeichnet. So konnten dann in der Fakultätssitzung vom
17. November die Voten ausgelegt werden.118 Am 3. Dezember 1927 wurde Neumann von
der Fakultät mitgeteilt, dass seine Habilitationsschrift angenommen und als Thema des
Probevortrags das erste von Neumann vorgeschlagene Thema, Das Grundlagenproblem
der Mathematik, gewählt worden sei.119 Damit hatte sich die Fakultät für ein Thema ent-
schieden, das seit wenigen Jahren im Mittelpunkt der wissenschaftlichen Diskussion der
Mathematik stand, denn die so genannte Grundlagenkrise beherrschte auch die allgemeine
öﬀentliche Diskussion innerhalb der Mathematik und Philosophie.120 Neumann hielt die-
sen Vortrag am 9. Dezember 1927 im Senatssaal vor den anwesenden Mathematikern
Bieberbach, Mises, Schmidt, Schottky und Schur, den Physikern Max Planck, Erwin
Schrödinger (1887–1961) und Arthur Wehnelt (1871–1944) sowie den Astronomen August
Kopﬀ und Paul Guthnick (1879–1947). Nachdem Neumann auch das so genannte ,,Kollo-
quium“, an dem sich nur Schmidt und Schur beteiligten, bestanden hatte – leider schweigen
sich die Akten sowohl über den näheren Inhalt des Vortrags als auch über die sich anschlie-
ßenden Fragen von Schmidt und Schur im Kolloquium aus –, wurde beschlossen, ihm die
Venia legendi für Mathematik zu erteilen.121 Als Thema für die Probevorlesung wurde115 Vgl. dazu aus wissenschaftsphilosophischer Perspektive Davey [2003] sowie für den weiteren
Hintergrund des philosophischen Problems der Mathematik als Sprache der Physiker Steiner [1998],
Stöltzner [2002] und Mancosu [2008].
116 Kronz [2004].
117 Vgl. dazu Bernkopf [1967, S. 337–347] und Friedrichs [1980] sowie aus der Sicht eines reinen
Mathematikers [Dieudonné, 1981a, S. 171–181].
118 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 309–309R.
119 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 310. Als weitere mögliche Themen für den Probevortrag hatte J. v.
Neumann im April 1927 Quantenmechanik und Eigenwertprobleme und Analytizita¨tsfragen in der
Darstellungstheorie angegeben; vgl. HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 299.
120 Vgl. z. B. den zeitgenössischen Artikel Fraenkel [1925a].
121 HUA Phil. Fak. Nr. 38, Bl. 36. Die Habilitationsordnung sah vor, dass die Fakultät mit dem
Bewerber für die Habilitation im Anschluss an den Probevortrag ein sich nicht auf das Thema des
Probevortrags zu beschränkendes ,,Kolloquium“ abhielt, ,,das in der Regel die Referenten beginnen,
an dem aber auch jedes andere Mitglied der Fakultät teilnehmen kann“; vgl. HUA Phil. Fak. Nr. 17.
Die Habilitation von John von Neumann an der Universita¨t Berlin 265Ueber das allgemeine Problem des Maasses gewählt.122 Diese öﬀentliche Antrittsvorlesung
hielt Neumann am 13. Dezember 1927, und damit war die Habilitation vollzogen.6. Postludium
Die Geschichte der Habilitationsschrift war damit noch nicht zu Ende. Am 26. März
1928 schrieb Neumann aus Budapest an den Pedell Thürling und bat ihn, ihm seine Habi-
litationsschrift nachzusenden, woraufhin ihm dieser am 29. März 1928 die ,,bei der Habi-
litation eingereichten Papiere und Schriften“ zusandte.123 Ein Hinweis auf den Titel der
Habilitationsschrift ﬁndet sich dabei nicht.
Die (wahrscheinlich überarbeitete) Habilitationsschrift Nr. 1 mit dem Titel Eine Axioma-
tisierung der Mengenlehre war – wie schon erwähnt – am 13. Juli 1927 bei der Mathemati-
schen Zeitschrift eingegangen und erschien dort im Dezember 1928.124 Die von Neumann
eingeführte Axiomatisierung der Mengenlehre hatte gegenüber der von Zermelo und
Fraenkel entwickelten entscheidende Vorteile, die Fraenkel in seiner Besprechung der 1928
erschienenen Arbeit im Jahrbuch u¨ber die Fortschritte der Mathematik folgendermaßen
formulierte: ,,Diese neuartige Axiomatisierung der Mengenlehre bietet, so ungewohnt sie
auch zunächst anmutet, u. a. den gerade vomnaivenGesichtspunkt aus bedeutsamenVorteil,
daß der Prozeß der Mengenbildung nicht mehr durch willkürliche Prinzipien sondern sozu-
sagen naturgemäß (nämlich so wenig als möglich) eingeschränkt wird.“125 Grundlegend
dafür war die von Neumann auf der Idee der Begrenzung der Größe derMengen eingeführte
Unterscheidung in Mengen und Bereiche: ein Bereich war genau dann eine Menge, wenn er
nicht ,,zu groß“ war – dabei waren eventuell auch Ideen von Fraenkel in die beiden Arbeiten
von Neumann eingeﬂossen. Das Neumannsche Axiomensystem für die Mengenlehre wurde
während der nächsten Dezennien mehrfach vereinfacht und weiter entwickelt – so 1937 in
einer Arbeit von RaphaelMitchel Robinson (1911–1995), 1937 bis 1954 in einer mehrteiligen
Arbeit von Paul Bernays und 1940 durch Kurt Gödel (1906–1978) – und ist heute als
Neumann-Bernays-Go¨delsche Mengenlehre in der Mathematik bekannt.126
Die schon im Sommer 1927 angekündigte Publikation der Habilitationsschrift Nr. 2 in
den Mathematischen Annalen sollte sich dagegen – auch nach dem Abschluss des Habilita-
tionsverfahrens – noch sehr viel länger hinziehen. Neumann hatte zwar in der Zwischenzeit
– wie ja von ihm mehrfach angekündigt – ein Manuskript bei denMathematischen Annalen
eingereicht, von dem im Sommer 1928 die Druckfahnen vorlagen, aber er entschloss sich
dann, dieses Manuskript von der Publikation zurückzuziehen. Die genauen Umstände hier-
für sind nicht bekannt, aber in der Korrespondenz zwischen dem Springer-Verlag, der die
Mathematischen Annalen herausgab, und Neumann ﬁndet sich ein Schreiben des Verlages
an Neumann vom 16. November 1928, in dem der Verlag sich bereit erklärt, dem Wunsch
Neumanns zu entsprechen und eine bereits im Satz vorliegende Arbeit Neumanns aus den
Annalen zurückzuziehen, wenn Neumann die Kosten von 1.200,- Mark übernehme.122 J. v. Neumann hatte außerdem die Themen Die axiomatische Methode in der heutigen
Mathematik und Die mathematischen Fragestellungen der modernen Quantentheorie angegeben; vgl.
HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 299.
123 HUA Phil. Fak. Nr. 1242, Bl. 314–316.
124 von Neumann [1928c].
125 Fraenkel [1928].
126 Zur Bedeutung der Arbeiten von Neumann [1925b] und von Neumann [1928c] für die Schaﬀung
eines modernen Axiomensystems der Mengenlehre vgl. Kanamori [1996] und Ferreirós [1999,
S. 371–374 u. S. 378–382].
266 U. HashagenAnfang Dezember 1928 kam man dann zu der Lösung, diese Kosten mit dem Honorar für
ein von Neumann zu verfassendes Buch über die mathematischen Grundlagen der Quan-
tenmechanik zu verrechnen.127 Weiterhin hat der amerikanische Mathematiker Marshall
H. Stone (1903–1989) später berichtet, dass ihm die Druckfahnen zu dem Artikel im Som-
mer 1928 von dem Mathematiker Constantin Carathéodory (1873–1950), der sich zu dieser
Zeit als Gastprofessor an der Harvard Universität aufhielt, gezeigt wurden, und dass dieser
Artikel Neumanns das fundamentale Konzept des selbstadjungierten Operators noch nicht
enthielt.128
Das endgültige Manuskript Neumanns mit dem Titel Allgemeine Eigenwerttheorie Her-
mitescher Funktionaloperatoren129 ging erst am 15. Dezember 1928 bei der Redaktion der
Mathematischen Annalen ein und wurde dann 1929 publiziert. In diesem Artikel entwickelte
Neumann auf 83 Druckseiten seine Spektraltheorie symmetrischer linearer Operatoren in
(separablen) Hilberträumen (unter Nutzung des neuen Konzepts des selbstadjungierten
Operators). Grundlegend für seine Theorie war das Konzept eines maximalen symmetri-
schen Operators, der keine symmetrischen Erweiterungen zulässt. Neumanns entscheidende
Idee war die Reduktion eines möglicherweise unbeschränkten Operators zu einem
beschränkten Operator durch eine Cayley-Transformation U des gegebenen Operators T
mit T #U ¼ ðT þ iIÞðT  iIÞ1. Neumann hatte oﬀensichtlich lange mit den mathemati-
schen Problemen bei der Übertragung seiner Ergebnisse auf nicht-reelle hermitesche Ope-
ratoren zu kämpfen,130 und der wissenschaftliche Austausch mit seinem Lehrer Erhard
Schmidt spielte bei der Lösung dieser Probleme eine zentrale Rolle. Schmidt hatte ja schon
in seinem Habilitationsgutachten angedeutet, dass er für Neumanns Arbeit wesentliche
Verbesserungsmöglichkeiten sah. Neumann hat in einer Fußnote der Arbeit freimütig her-
vorgehoben, dass Schmidt den Neumannschen ,,Untersuchungen (insbesondere der Über-
tragung der Resultate auf nicht-reelle H.[ermitesche] O.[peratoren])“ sein Interesse
zugewandt hatte und dass er ,,wiederholt wesentliche Anregungen aus Gesprächen mit
ihm empﬁng“131 – darunter das wichtige Konzept eines selbstadjungierten Operators.132
Die Beziehung zwischen Schmidt und Neumann passt dabei völlig in das Bild, das in Nach-
rufen über Schmidts Tätigkeit bei der Beurteilung von Dissertationen und Habilitationen
überliefert ist. Wegen seiner schon erwähnten Abneigung gegen die Überprüfung fremder
Arbeiten soll Schmidt Dissertationen oder Habilitationsschriften nur so weit gelesen haben,127 Springer Verlag Archiv Heidelberg B: N 48. Dieses Buch erschien dann vier Jahre später; vgl.
von Neumann [1932].
128 Nach M. H. Stones Aussage hat C. Carathéodory ihm die Druckfahnen zu J. v. Neumanns
Artikel am Ende seines Aufenthalts an der Harvard University gezeigt, und dies muss Ende Juli 1928
gewesen sein [Georgiadou, 2004, S. 220–226]. Die Quelle hierfür ist ein einige Ungenauigkeiten
enthaltender Brief von M. H. Stone an die Autoren eines 1984 publizierten Artikels zur Geschichte
der Funktionalanalysis [Birkhoﬀ und Kreyszig, 1984, S. 309]. Die Darstellung Stones wird durch
seine am 17.1.1929 zur Publikation eingereichte Arbeit Stone [1929], in der sich M. H. Stone auf J. v.
Neumanns unpubliziertes Manuskript bezieht, sowie durch eine ähnlich lautende Bemerkung im
Nachruf [Bochner, 1957, S. 445] gestützt.
129 von Neumann [1929a].
130 Vgl. dazu auch Van der Waerden [1967, S. 51].
131 von Neumann [1929a, S. 62].
132 Für die mathematikhistorische Einordnung sowie für technische Einzelheiten der Arbeit von
Neumann [1929a] vgl. Bernkopf [1967, S. 337–347], Steen [1973, S. 370–374], Dieudonné [1981a, S.
171–181] und [Birkhoﬀ und Kreyszig, 1984, S. 307–309].
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gängen das Problem in möglichst großer Allgemeinheit selbst zu lösen.133
Da das Manuskript der Habilitationsschrift Nr. 2 nicht vorliegt, ist es nur in Grenzen
möglich, das Gutachten von Schmidt zu dieser Arbeit zu interpretieren. Bemerkenswert
erscheint, dass Schmidt zwar (wie schon erwähnt) die abstrakte Beweismethode in der
Arbeit ausdrücklich lobte, aber den wesentlichen konzeptionellen Fortschritt Neumanns,
den der Verzicht auf eine konkrete Darstellung eines Hilbertraumes für die Spektral-
theorie symmetrischer linearer Operatoren in Hilberträumen mit sich brachte, nicht her-
vorhob – obwohl diese mit ziemlicher Sicherheit nicht nur in dem 1929 publizierten
Artikel Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren,134 sondern auch
schon in der Habilitationsschrift enthalten war. Schon in dem 1981 erschienenen Buch
History of Functional Analysis des französischen Mathematikers Jean Dieudonné wurde
ausdrücklich darauf hingewiesen, dass die von Neumann erstmals vorgenommene Ein-
führung eines abstrakten axiomatisch deﬁnierten Hilbertraums, bei der die bisher
gebräuchlichen ,,konkreten“ Hilberträume (mit Matrizen bzw. Integraloperatoren als
Operatoren des Hilbertraums) nur ,,Inkarnationen“ dieses abstrakten Raumes waren,
ein folgenschwerer Schritt war: Erst der Verzicht Neumanns auf eine konkrete Darstel-
lung eines Hilbertraumes habe diesen zu einer bemerkenswerten Reihe von vollständig
neuen Ideen und zu einem vollen Verständnis der Spektraltheorie normaler und Hermi-
tescher Operatoren in Hilberträumen geführt, die Neumann dann ab 1929
entwickelte.1357. Ein Resümee und einige oﬀene Forschungsfragen
Die in diesem Artikel vorgenommene Analyse der Habilitation John von Neumanns an
der Friedrich-Wilhelms-Universität in Berlin zeigt, dass während des Habilitationsverfah-
rens nacheinander zwei unterschiedliche Habilitationsschriften Neumanns vorlagen.
Zunächst hatte Neumann im April 1927 die hier als Habilitationsschrift Nr. 1 bezeichnete
Arbeit mit dem Titel Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre oﬃziell eingereicht. Zwi-
schen Juli und Oktober 1927 hat Neumann dann dieHabilitationsschrift Nr. 2mit dem Titel
Allgemeine Eigenwerttheorie symmetrischer Funktionaloperatoren ebenfalls oﬃziell beim
Dekan eingereicht – wofür sich allerdings in der Habilitationsakte im Archiv der Hum-
boldt-Universität kein direkter Beleg ﬁndet. Es ist dabei mit ziemlicher Sicherheit anzuneh-
men, dass den Gutachtern Schmidt und Schur während des Habilitationsverfahrens klar
wurde, dass Neumanns Habilitationsschrift Nr. 1 zu große inhaltliche Überschneidungen
mit seiner Dissertation hatte und damit den Anforderungen der Habilitationsordnung nicht
genügte. Dabei hätte die Habilitation nach den Statuten der Habilitationsordnung mögli-
cherweise sogar abgewiesen werden müssen,136 aber die schon erwähnte Habilitation von
Hilda Pollaczek-Geiringer zeigt, dass es einen Präzedenzfall für die Zurückziehung einer133 Für eine anekdotenhafte Schilderung dieses Verfahrens vgl. Rohrbach [1968]; ein Beleg für ein
solches Vorgehen E. Schmidts bei der Habilitation von H. Pollaczek-Geiringer ﬁndet sich auch in
Siegmund-Schultze [1993].
134 von Neumann [1929a].
135 Dieudonné [1981a, S. 172–181]. Für eine andere Einordnung der Arbeiten J. v. Neumanns in die
Entwicklung der Spektraltheorie vgl. auch [Steen, 1973, S. 370–374].
136 Die Habilitationsordnung schrieb vor, dass die Rücknahme einer Habilitationsmeldung
unzulässig sei, ,,sobald das Urteil auch nur eines Referenten vorliegt“; vgl. HUA Phil. Fak. Nr. 17.
268 U. HashagenHabilitationsschrift und die Einreichung einer zweiten Habilitationsschrift gab.137 Die Ein-
reichung einer zweiten Habilitationsschrift bei der Philosophischen Fakultät der Berliner
Universität hätte darüber hinaus auch leicht auf größere Schwierigkeiten stoßen können.
Nach den Statuten der Habilitationsordnung musste nämlich wiederum Dreiviertel der
Fakultätsmitglieder für die Annahme des erneuten Habilitationsgesuchs eines ungarischen
Mathematikers – der zudem jüdischer Herkunft war – stimmen.138
Weitaus wichtiger für die wissenschaftliche Biographie John von Neumanns als dieses
biographisch-institutionenhistorische Detail ist dabei der Verlauf des Habilitationsverfah-
rens sowie die bemerkenswerten Einschätzungen Neumanns und seiner wissenschaftlichen
Arbeiten durch Erhard Schmidt, Issai Schur und Richard von Mises.
Wie sind die Aussagen von Schmidt, Schur und Mises über den Mathematiker Neumann
zu bewerten? Hierzu ist es zunächst nützlich, einen Vergleich mit anderen Habilitationen an
der Berliner Universität während der Weimarer Republik vorzunehmen. Dabei ist zu
berücksichtigen, dass Neumann von den dreizehn Mathematikern, die während dieser Zeit
an der Berliner Universität habilitierten, mit einem Habilitationsalter von 23 Jahren mit
Abstand der jüngste Mathematiker war: Drei der übrigen Mathematiker waren bei der
Habilitation 26 oder 27 Jahre, fünf weitere zwischen 30 und 34 Jahre und vier zwischen
36 und 40 Jahre alt.139 Von der wissenschaftlichen Bedeutung reichte nur ein einziger Habi-
litand an Neumann heran: Heinz Hopf (1894–1971) habilitierte sich 1926 im Alter von 32
Jahren mit einer Arbeit U¨ber Abbildungsklassen und Vektorfelder in n Dimensionen, nach-
dem er ein Jahr vorher bei Erhard Schmidt promoviert hatte – die späte Promotion und
Habilitation war wesentlich durch die mehrjährige Unterbrechung seines Studiums wäh-
rend des Krieges veranlasst. Schmidts im Jahr 1926 verfasstes Gutachten über Hopf gipfelte
in dem Satz, dass Hopf ,,schon jetzt als in der ersten Linie der Mathematiker Deutschlands
stehend angesehen werden“ könne, während er ein Jahr später über Neumann schrieb, dass
dieser ,,schon durch seine bisherigen mathematischen Leistungen sich in die vordersten
Linien der deutschen Mathematiker gestellt“ habe.140 Es ist nicht nachweisbar, ob die in
der Beurteilung von Hopf und Neumann aufscheinende Diﬀerenz von Schmidt beabsichtigt
war, aber oﬀensichtlich schätzte Schmidt die mathematischen Leistungen von Hopf im Jahr
1927 mindestens ebenso so hoch ein wie die von Neumann – dieser Eindruck wird auch
durch das Gutachten Schmidts über die Dissertation Hopfs bestätigt, in dem Schmidt
das Arbeitsgebiet Hopfs als das ,,schwierigste und zugleich zukunftsreichste Gebiet der
Mathematik“ bezeichnete.141 Andererseits war der Altersunterschied zwischen Hopf und137 Vgl. die Ausführungen zur Habilitation von H. Pollaczek-Geiringer auf S. 22.
138 Für die Auswirkungen der oﬀensichtlichen Radikalisierung des Antisemitismus in der Weimarer
Republik auf die Universitäten sowie auf die Konsequenzen dieser Entwicklung für die Karrie-
remöglichkeiten jüdischer Mathematiker vgl. Hashagen [2008, S. 579–583].
139 Neben J. v. Neumann habilitierten Hans Rademacher (1892–1969), Gábor Szegö (1895–1985)
und Eberhard Hopf (1902–1983) im Alter von unter 30 Jahren – teilweise war das späte
Habilitationsalter durch die Teilnahme am Ersten Weltkrieg begründet. Ein Vergleich mit den
mathematischen Habilitationen an der Berliner Universität im Kaiserreich lässt das Habilitations-
alter von Neumann nicht so exzeptionell erscheinen, da Kurt Hensel (1861–1941), Paul Günther
(1867–1891) und Edmund Landau (1877–1938) im Alter von 23 oder 24 Jahren habilitierten; vgl. die
Übersichten in Biermann [1988, S. 363–368].
140 Zu H. Hopfs Habilitation vgl. Biermann [1988, S. 204–205] und für sein wissenschaftliches Werk
z. B. Samelson [1976] oder Frei und Stammbach [1999].
141 Biermann [1988, S. 205 u. S. 335–337].
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auch die schon zitierte Charakterisierung Neumanns als ,,ganz außerordentliche Begabung,
die zu unbegrenzten Hoﬀnungen berechtigt“ durch Schmidt.
Von Bedeutung ist weiterhin, welche mathematischen Fähigkeiten Neumann von Sch-
midt, Schur und Mises zugeschrieben wurden: Jeweils zwei der drei Mathematiker betonen
die mathematischen Abstraktionsfähigkeiten Neumanns sowie die Fähigkeit, sich außeror-
dentlich schnell in große wissenschaftliche Gebiete einzuarbeiten – und dies waren nicht
unbedingt die Eigenschaften, die in der deutschen Kultur einem ,,Genie“ zugeschrieben
wurden.142 Vielmehr wurden diese Eigenschaften Neumanns drei Jahre später in dem Gut-
achten eines anderen Berliner Mathematikers für eine mögliche Berufung Neumanns an die
ETH Zürich als Nachfolger Hermann Weyls für eine negative Charakterisierung genutzt –
und in einem wahrscheinlich von Bieberbach verfassten Gutachten über Neumann hieß es:
,,Er überrascht durch die Weite seiner Kenntnisse und durch die Raschheit seiner Auﬀas-
sung mehr als durch die Originalität seiner Methoden.“ Empfohlen wurde dagegen vom sel-
ben Gutachter die Berufung von Hopf – und auch Schur riet zu Hopf und nicht zu
Neumann, obwohl er diesen als ,,plus brillant que Hopf“ charakterisierte.143
Die Frage, ob Adolf Abraham Fraenkel schon in den 1920er Jahren Neumann als ,,Gen-
ie“ einschätzte, muss hier oﬀen bleiben, aber die Analyse des Habilitationsverfahrens hat
nicht nur grundlegende Unterschiede in der Einschätzung Neumanns durch verschiedene
Mathematiker deutlich gemacht, sondern hinreichende Indizien dafür geliefert, dass Neu-
mann im Jahr 1927 von den Mathematikprofessoren in Berlin noch nicht als der große
und geniale Wissenschaftler gesehen wurde. Insbesondere zeigt sich auch, dass die Habili-
tationsschrift Nr. 2 (Allgemeine Eigenwerttheorie symmetrischer Funktionaloperatoren) erst
durch die über ein Jahr andauernde intensive Zusammenarbeit mit Neumanns Lehrer
Erhard Schmidt zu einem in den Mathematischen Annalen publizierten Artikel umgearbei-
tet wurde, der dann in der weiteren Entwicklung bei Neumanns Mathematikerkollegen den
Status einer ,,bahnbrechenden Arbeit“ für die Entwicklung der Funktionalanalysis im 20.
Jahrhundert erhielt und als einer der Höhepunkte der mathematischen Forschungstätigkeit
Neumanns gilt.144
Inwieweit zur Fertigstellung der Habilitationsschrift Nr. 1 auch eine intensive Koopera-
tion mit einem Mathematiker – gemeint ist hier Adolf Abraham Fraenkel – beigetragen
hat, ist eine oﬀene und für eine wissenschaftliche Biographie Neumanns bedeutsame Frage.
Aufgrund der von Fraenkel überlieferten Vorgeschichte der in der Mathematischen Zeit-
schrift 1928 publizierten Arbeit Die Axiomatisierung der Mengenlehre ist wohl anzunehmen,
dass Neumanns Habilitationsschrift Nr. 1 nicht nur vom Titel her mit dem 1922/23 Fraen-
kel zugesandten Manuskript weitgehend übereinstimmte. Dabei stellt sich zum einen die
Frage, warum die Publikation dieses oﬀensichtlich 1923 zumindest in Grundzügen fertigen
Manuskripts in der Mathematischen Zeitschrift sich über fünf Jahre hinzog. Eine mögliche
Erklärung wäre, dass Neumann das 1923 Fraenkel vorgelegte Manuskript Die Axiomatisie-
rung der Mengenlehre auch nach der 1925 erfolgten Publikation des von Fraenkel angera-
tenen vorbereitenden Artikels Eine Axiomatisierung der Mengenlehre im Journal fu¨r die
reine und angewandte Mathematik noch weiter überarbeitet hat.142 Vgl. z. B. Schmidt [1985].
143 Vgl. Frei und Stammbach [1992, S. 144–145] und Hashagen [2006b].
144 Vgl. z. B. Krull [1952], Dieudonné [1981a, S. 172] und Bochner [1957, S. 439].
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Anhang 1. Das Habilitationsgutachten von Erhard SchmidtGutachten
über die Habilitationsschriften des Herrn von Neumann
von Erhard Schmidt.Sind die xmðm ¼ 1 . . .1Þ reell u.[nd] von konvergenter Quadratsumme, so lassen sie sich
als Komponenten eines Vektors X im unendlichvieldimensionalen sogen.[annten] Hilbert-
schen Raume auﬀassen. Man versteht dann wie gewöhnlich unter X þ Y den Vektor mit
den Komponenten ðxm þ ymÞ, dessen Komponenten ebenfalls von konvergenter Quadrat-
summe sind, wenn das für X u. Y gilt.
Ist a ferner eine reelle Zahl, so wird unter dem Vektor aX der Vektor mit den Komponen-
ten a  xm verstanden. Unter dem inneren Produkt ðX ; Y Þ versteht man die Summe
P1
v¼1xmym,
deren Konvergenz ebenfalls gesichert ist. Das innere Produkt ist oﬀenbar eine scalare lineare
Funktion jedes seiner beiden Faktorvektoren, eine scalare bilineare Funktion der beiden
Faktorvektoren. Die Länge jX j eines Vektors wird durch die nicht negative Lösung der Glei-
chung jX j2 ¼ ðX ;X Þ deﬁniert. Ist dass innere Produkt zweier Vektoren gleich Null, so nennt
man sie zueinander orthogonal. Es folgt leicht, daß die Länge einer Summe von Vektoren
niemals größer sein kann als die Summe der Längen der Summanden.
Unter einer beschränkten linearen Vektor-Transformation T versteht man eine Transfor-
mation, welche jedem Vektor X einen anderen Vektor X 0 ¼ T ðX Þ so zuordnet, daß
1Þ T ðaX Þ ¼ aT ðX Þ; T ðX þ Y Þ ¼ T ðX Þ þ T ðY Þ
u.[nd] daß für alle X:
2Þ jT ðX Þj < cjX j ist; ðBeschr€anktheitsbedingungÞ;
wobei c eine feste Konstante bedeutet.
Es ergibt sich dann, daß, wenn x0m die Komponenten von X
0 ¼ T ðX Þ sind, die
Gleichungen
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X1
l¼1
tlmxl ðm ¼ 1   1Þ
gelten, wobei die Reihen 3) stets konvergieren u.[nd] die tlm eine feste sogen.[annte]
beschränkte unendliche Koeﬃzientenmatrix bilden. Die Summe der Quadrate der Koeﬃzi-
enten in jeder Zeile wie in jeder Kolonne konvergiert.
Bezeichnet em den Vektor, dessen Komponente xm gleich Eins ist, während alle übrigen
Komponenten gleich Null sind, so ist
4Þ tml ¼ ðem; T ðelÞÞ
Zwei beschränkte Matricen A¼ðalmÞ; l¼ 1 . . .1;m¼ 1 . . .1 u.[nd] B ¼ ðblmÞ;l ¼ 1 . . .1;
m ¼ 1 . . .1 lassen sich nach den gewöhnlichen Rechenregeln der Komposition endlicher
Matricen komponieren. Man erhält ABðX Þ ¼ CðX Þ, wobei C ebenfalls eine beschränkte
Matrix bedeutet, deren Koeﬃzientenschema ðclmÞ durch die Komposition der Zeilen von
A mit den Kolonnen von B entsteht.
Eine beschränkte lineare Transformation T heißt symmetrisch, wenn
5Þ ðT ðX Þ; Y Þ ¼ ðX ; T ðY ÞÞ
ist, oder was damit gleichbedeutend ist, wenn ihre Matrix symmetrisch ist ðtlm ¼ tmlÞ.
Für symmetrische beschränkte lineare Transformationen hat nun Hilbert den der Ortho-
gonalzerlegung quadratischer Formen entsprechenden Fundamentalsatz bewiesen. Es ist
identisch in X u. Y
6Þ ðT ðX Þ; Y Þ ¼
Z q
p
kdðfkX ; Y Þ;
wobei das Integral ein immer konvergentes Stieltjessches ist.
fk bedeutet dabei für alle Werte von k eine sogen.[annte] Einzeltransformation, d[.] h.
eine symmetrische beschränkte Transformation, die der Gleichung fk  fk ¼ fk genügt.
Wenn ferner die Intervalle ðk;lÞ u.[nd] ðk0;l0Þ keinen inneren Punkt gemeinsam haben[,]
so ist die Komposition ðfk  flÞðfk0  fl0 Þ gleich Null. Endlich sollen identisch in X u.[nd]
Y ðfqX ; Y Þ ¼ ðX ; Y Þ u.[nd] ðfpX ; Y Þ ¼ 0 sein. fk ist bis auf eine abzählbare Anzahl von
Sprüngen stetig. Jede solche Folge fk bewirkt eine sogen.[annte] Orthogonalzerlegung der
Einheitstransformation.
Die Darstellung 6) ist eindeutig.
Dem Verfasser der vorliegenden Arbeit ist es nun gelungen diese Theorie ganz
wesentlich zu erweitern. Er läßt unter Aufrechterhaltung der Linearitätsvoraussetzungen
1) die Beschränktheitsvoraussetzung 2) fallen. Damit muß auch zugleich die Vorausset-
zung aufgegeben werden, daß die Transformation T ðX Þ für jeden Vektor X deﬁniert ist,
denn aus letzterer Tatsache folgt, wie Töplitz bewiesen hat,145 die Beschränktheit. Es
wird statt dessen angenommen, daß die Transformation T für eine überall dichte Menge
deﬁniert ist,d[.] h. daß es in beliebig kleiner Entfernung jedes Vektors Vektoren gibt, für
welche T deﬁniert ist. Die Voraussetzung der Symmetrie wird in der Form aufrechter-
halten, daß die Gleichung ðT ðX Þ; Y Þ ¼ ðX ; T ðY ÞÞ besteht, sobald T ðX Þ u.[nd] T ðY Þ deﬁ-
niert sind. Die Koeﬃzienten tlm, welche durch die Gleichungen tml ¼ ðT ðelÞ; emÞ deﬁniert
sind, brauchen natürlich nicht mehr zu existieren, da T ðelÞ nicht deﬁniert zu sein
145 Hier bezieht sich E. Schmidt wohl auf das so genannte Hellinger-Toeplitz-Theorem, das von E.
Hellinger und O. Toeplitz 1910 in ihrer Arbeit Grundlagen fu¨r eine Theorie der unendlichen Matrizen
formuliert wurde [Hellinger und Toeplitz, 1910]; vgl. auch [Birkhoﬀ und Kreyszig, 1984, S. 285].
272 U. Hashagenbraucht. Es läßt sich aber dann, wie der Verfasser zeigt, ein anderes orthogonales Koor-
dinatensystem a0m leicht so wählen, daß T ðe0lÞ stets einen Sinn hat u.[nd] damit auch die
Koeﬃzientenmatrix
7Þ t0ml ¼ ðT ðe0lÞ; e0mÞ
wohl deﬁniert ist. Die t0lm bilden eine symmetrische Matrix, welche in jeder Kolone u.[nd]
Zeile von konvergenter Quadratsumme, aber natürlich keineswegs beschränkt ist.
Die symmetrische Transformation T soll maximal heißen, wenn sich zu ihrem Deﬁniti-
onsbereich kein Vektor Z hinzufügen läßt, zu welchem es möglich ist einen Vektor Z der-
gestalt zuzuordnen, daß die erweiterte Deﬁnition T ðZÞ ¼ Z unter Erhaltung der
Voraussetzungen der Linearität u.[nd] Symmetrie zu keinem Widerspruch führt. Es ist
dabei zu bemerken, daß, wenn es einen solchen Vektor Z gibt, seine Komponenten zm
durch die Gleichungen
8Þ zm ¼ ðe0m; zÞ ¼ ðe0m; T ðZÞÞ ¼ ðT ðe0mÞ; ZÞ ¼
X1
l¼1





Der Verfasser beweist nun folgenden Hauptsatz: ist T eine lineare symmetrische maxi-
male Transformation, so ist, wenn X u.[nd] Y dem Deﬁnitionsbereich von T angehören
9Þ ðT ðX Þ; Y Þ ¼
Z 1
1
kdðfkX ; Y Þ
Hierbei bedeutet fk wieder eine Einzeltransformation d[.] h. eine symmetrische beschränkte
Transformation, die sich bei Iteration nicht ändert. Wenn ferner die Intervalle ðk; lÞ u.[nd]
ðk0; l0Þ keinen inneren Punkt gemeinsam haben, so ist die Komposition ðfk  flÞðfk0  fl0 Þ
gleich Null. Es ist endlich
10Þ lim
k¼1
jfkX j ¼ 0; lim
k¼þ1
jX  fkX j ¼ 0;
d[.] h. die Schar fk bewirkt auch hier eine Orthogonalzerlegung der Einheitstransformation.
Die Darstellung 9) ist eindeutig.
Der Verfasser beweist ferner, daß für jede Orthogonalzerlegung fk u.[nd] jedes Polynom





eine maximale symmetrische Transformation darstellt, deren Deﬁnitionsbereich aus allen





ðf ðkÞÞ2dðX ; fkX Þ
konvergiert. Die zu dem Polynom f ðkÞ . . . gðkÞ gehörige Transformation ist dabei die Kom-
position der zu f ðkÞ u.[nd] gðkÞ gehörigen.
Ist eine symmetrische lineare Transformation T nicht maximal, so läßt sie sich durch
Erweiterung des Deﬁnitionsbereiches zu einer maximalen ergänzen, für welche dann die
nur auf eine Weise mögliche Orthogonalzerlegung 9) gilt. Daraus folgt, daß die Orthogo-
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wenn sie sich nur auf eine einzige Weise zu einer maximalen ergänzen läßt.
Wenn auch zugegeben ist, daß der Verfasser von den Untersuchungen von F. Riesz146
u.[nd] Karlemann147 viel proﬁtiert hat, so kann nach meiner Überzeugung nicht bezweifelt
werden, daß die von ihm entdeckten großartigen u.[nd] einfachen Sätze den schönsten Fort-
schritt bilden, welchen diese wichtige Theorie seit mehr als einem Jahrzehnt gemacht hat.
Die Beweismethode ist durch ihre abstrakte Form u.[nd] durch die Invarianz der einzelnen
Schritte gegenüber orthogonalen Transformationen besonders elegant u.[nd] anziehend.
Obgleich die Beweise des Verfassers schon in ihrer gegenwärtigen Form durchaus über-
sichtlich sind, so sind doch seine Begriﬀsbildungen so geschickt angelegt, daß die Beweise
sich noch in hohem u. wesentlichem Maße vereinfachen lassen.
Von den übrigen Arbeiten des Verfassers möchte ich noch den höchst originellen u.[nd]
interessanten axiomatischen Aufbau der Mengenlehre erwähnen, der in zwei Abhandlun-
gen durchgeführt wird, von denen die eine bereits im Druck erschienen ist, während die
andere als Manuskript beiliegt.
Ebenso verdient der bedeutende Beitrag des Verfassers zum großartigen Hilbertschen
Ansatz für den Beweis der Widerspruchsfreiheit der Mathematik hervorgehoben zu wer-
den. Diese Arbeit ist in Zürich auf ein Gutachten von H. Weyl preisgekrönt worden.
Über eine weitere gruppentheoretische Arbeit wird Herr Schur sich äußern.
Der Verfasser, der schon durch seine bisherigen mathematischen Leistungen sich in die
vordersten Linien der deutschen Mathematiker gestellt hat, ist erst 23 Jahre alt u.[nd] hat
am Eidgenössischen Polytechnikum in Zürich das Studium der Chemie mit dem Diplomex-
amen abgeschlossen.
Er verbindet einen durchdringenden abstrakten Scharfsinn mit einer staunenswerten
Schnelligkeit in der produktiven Aneignung grosser wissenschaftlicher Stoﬀmassen.
Es handelt sich hier zweifellos um eine ganz außerordentliche Begabung, die zu unbe-
grenzten Hoﬀnungen berechtigt.
Ich beantrage die Annahme der Habilitationsschrift u.[nd] die Zulassung zu den weiteren
Habilitationsleistungen.
Berlin 23.10.27 Erhard Schmidt
Anhang 2. Das Habilitationsgutachten von Issai Schur146 Z
Bernk
Krey
147 HZum Habilitationsgesuch des Herrn Dr. v. Neumann.In der Beurteilung der Habilitationsschrift schließe ich mich ganz der Ansicht des Herrn
Kollegen Schmidt an. Auch ich sehe in der Arbeit eine schöne und hervorragende Leistung,
durch die die Hilbertsche Theorie der unendlich vielen Veränderlichen außerordentlich
gefördert wird.
Von den Publikationen des Habilitanden verdient neben den bereits von Hrn. Schmidt
gewürdigten weittragenden mengentheoretischen Untersuchungen besondere Beachtung
die Abhandlung ,,Zur Theorie der Darstellungen kontinuierlicher Gruppen“. Erst durchu Frigyes [Friedrich] Riesz (1880–1956) und seinen Beiträgen zur Funktionalanalysis vgl.
opf [1966, S. 48–62]), Birkhoﬀ und Kreyszig [1984, S. 286–289], Kreyszig [1986, S. 52–55] und
szig [1990].
ier bezieht sich E. Schmidt oﬀensichtlich auf die Arbeit Carleman [1923]; vgl. Fußnote 87.
274 U. Hashagendiese Arbeit haben einige der wichtigsten neueren Ergebnisse von H. Weyl über die Darstel-
lung halbeinfacher Gruppen durch lineare homogene Substitutionen den Charakter einfa-
cher und abgeschlossener Aussagen erhalten. Das gilt insbesondere für den schönen Satz,
der besagt, daß in jeder Darstellung # der Gruppe Um aller unimodularen linearen Substi-
tutionen in m Veränderlichen die Koeﬃzienten von # rationale Funktionen der Koeﬃzien-
ten von Um sind. Während Weyl die zu untersuchenden Gruppen # als kontinuierliche
Gruppen voraussetzen mußte, zeigt v. Neumann, daß die Forderung der Stetigkeit, sogar
eine weniger weitgehende Forderung völlig ausreichend ist. Die v. Neumannsche Untersu-
chung liefert aber noch viel mehr. Sie baut die Darstellungstheorie, so weit Probleme der
Stetigkeit, Diﬀerenzierbarkeit, Analytizität in Betracht kommen, auf breiter abstrakter
Grundlage auf und läßt den Zusammenhang mit ähnlichen Problemen in der Theorie
gewisser fundamentaler Funktionalgleichungen aufs Deutlichste hervortreten. Auch bei
den gruppentheoretischen Problemen ist die Stetigkeit der zu untersuchenden Funktionen
eine Folge gewisser sehr einfacher Voraussetzungen über das Verhalten der Schwankungen
und Stetigkeit zieht auch Diﬀerenzierbarkeit nach sich.
Vergleicht man diese Arbeit mit der Habilitationsschrift so erkennt man, in wie hervor-
ragender und vielversprechender Weise der hochbegabte jüngere Forscher die Fähigkeit
weitgehender Abstraktion mit kraftvollem Sinn für konstruktiven Aufbau und auch für
die Förderung konkreter Probleme verbindet.
Auch ich beantrage die Zulassung zu den weiteren Habilitationsleistungen.
Berlin, 24. Oktober 1927 SchurAnhang 3. Das Votum von Richard von Mises
Auch die umfangreiche Arbeit ,,Mathematische Begründung der Quantentheorie“148
zeugt von der ausserordentlichen Begabung des Verfassers in der Aneignung und Assimi-
lierung eines grossen Stoﬀgebietes. Andrerseits lässt sie eine gewisse Unreife und Uebereilt-
heit des Urteils erkennen, die wohl auf das ungewöhnliche Tempo der Produktion
zurückzuführen ist. Der Verfasser spricht von ,,schweren mathematischen Bedenken“
und von ,,absurden“ Eigenschaften einer Funktion, wo es sich um einen in der mathema-
tischen Physik durchaus eingebürgerten, vollständig legitimen Ansatz handelt, der nur in
der Schreibung etwas von dem in der Analysis Üblichen abweicht. Auch scheint es ihm
nicht ganz klar zu sein, dass der Hauptteil seiner Ausführungen nur eine formale Ueberset-
zung der Diracschen ,,kontinuierlichen Matrizen“ in eine andere, allerdings zweckmässige-
re Schreibweise ist. Den wesentlichen Nachteil, von der Reihenfolge, in der die
Koordinaten nummeriert sind, abzuhängen, besitzen die Neumannschen linearen Operato-
ren (S. 42) ebenso wie die Dirac’schen Matrizen.
Im ganzen will ich natürlich gegen die Zulassung keinen Einwand erheben, angesichts
der ausgezeichneten Beurteilung, die die rein mathematischen Leistungen des Herrn v. Neu-
mann gefunden haben, und da es sich ja um eine Habilitation für reine Mathematik han-
delt. Im Interesse des Kandidaten wäre es vielleicht gelegen gewesen, wenn man ihm
etwas mehr Zeit zu ruhiger Entwicklung gelassen hätte.
Berlin, am 5. November 1927148 R. v. Mises bezieht sich hier wohl auf die bereits zitierte Arbeit von Neumann [1927b], die am 20.
Mai 1927 von M. Born in der Sitzung der Mathematisch-Physikalischen Klasse der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Göttingen vorgelegt worden war.
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